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Kivonat

Diplomamunkam célja, nem egyensilyi fazisatalakulasok vizsgédlata élstulyozott ska-
lamentes hal6zatokon. A vizsgalt v = 3 paraméterti Barabasi-Albert hélézat élsilyo-
zasa soran figyelembe vettem, hogy a kordbban halézatba keriilt pontok nagyobb
eséllyel immunizalodtak a halézatban terjed6 fertézéssel szemben.

Mdédszerek: Feltevésemet Giruaniuc [1] cikkében kozolt egyensilyi fazisatalakuld-
sokra bizonyitott elméletére alapoztam, miszerint egy k; és k; fokt pontok kozdtt futé
élhez \;; = A(k;k;)™* szerint élsulyt rendelve a dinamikus atlagtér-kozelités megol-
dédsa a v = (y — p/(1 — p)) effektiv fokszam exponenstél fiigg. Ennek igazoldsara
hossziidejii numerikus szimulaciokat hasznaltam, melyekbdl szarmazé eredményeket
véges méretli rendszerekre alkalmazott térelméleti modszerekkel szamolt korrekciokkal
magyarazom.

Eredmények: Dinamikus atlagtér-kozelités segitségével sikeresen bizonyitottam
feltevésem helyességét nem egyensilyi fazisatalakulasokra. A Monte-Carlo - szimulé-
ci6kbdl szarmazé eredmények igazoltak az elméleti joslatokat, mind egy tipikus (&t-
lagos fokszdmu) pontra, mind egy jol Osszekotott pont esetén. Térelméleti megfon-
tolasok segitségével sikeriilt a véges rendszereken a kritikus szingularitasokat meg-
magyaraznom a kritikus dimenzié felett, valamint értelmezni a rendszer térfogatat a
folyamatokat jellemzo6 skalazasi torvényekben.

Osszefoglalds: Az egyensilyi fazisdtalakuldsokra alkalmazott médszert sikeriilt 4l-
talanositani nem egyensilyi fazisatmenetre, és értelmezni a véges méret korrekciokat.

Megjegyzés: A diplomamunka eredményeir6l publikécié késziilt [32].

kulcsszavak: skalamentes halézat, Barabasi-Albert modell, irdnyitott perkolacid,

kontakt folyamat, atlagtér-kozelités, Monte-Carlo-szimulacié



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés és célkitilizés

2. Irodalmi attekintés

2.1. Komplex halézati modellek . . . . . . . .. ... ... ... .. ....
2.1.1. Erdés-Rényi modell . . . . . . . . ..o
2.1.2. Watts-Strogatz modell . . . . . . ... ..o

2.2. Skalamentes halozat - Barabasi-Albert modell . . . . . . . ... ...
2.2.1. Skédlamentes halézatok . . . . . .. ... ... ...
2.2.2. Barabési-Albert modell . . . . . .. ..o
2.2.3. Analitikus targyalas . . . .. ... oL

2.3. Nem egyensilyi folyamatok . . . . ... ... ... ... ... .. ..
2.3.1. Univerzalis skalazasi torvények . . . . . . ... ... ... ..

2.4. Reakcié-diftuzi6 folyamat . . . . . .. ..o
2.4.1. Mester egyenlet . . . . . . . ...
2.4.2. Az atlagtér-kozelités . . . . . . ...

2.5. A iranyitott perkolacié és a kontakt folyamat . . . . . . . .

2.5.1. A kontakt folyamat . . . . . . ... ... L

2.5.2. Az irdnyitott perkolaci6 tulajdonsagai. . . . . . . .

2.5.3. Fertozésterjedés vizsgédlata skalamentes halézatokon

3. Kutatasi kérdések, hipotézisek

o o O O

10
10
11
11
14
16
18
19
20
21
21
23
24

30



TARTALOMJEGYZEK 2

3.1. Nem egyensilyi fazisatalakulasok és végesméret-skalazas vizsgalata él-

silyozott skdalamentes halézatokon . . . . . . . . ... ... ... ... 30

4. Kutatias modszerei 32
4.1. Dinamikus atlagtér-kozelités . . . . . . . ... ... 32
4.2. A végesméret skdlazas . . . .. ..o 35
4.3. A Monte-Carlo-szimulaciék alkalmazasa . . . . . . .. ... ... ... 38
4.3.1. Barabasi-Albert halozat szimulacidja . . . . . . . . .. .. .. 38

4.3.2. Kontakt folyamat modellezése élsilyozott Barabasi-Albert ha-

lézaton . . . . . . L 40

5. Eredmények bemutatasa, értelmezése 44
5.1. Kontakt folyamat vizsgédlata élsilyozott Barabdsi-Albert halézaton . . 44
5.1.1. Barabasi-Albert halézat szimulacidéja . . . . . . . ... .. .. 45

5.1.2. Kontakt folyamat szimulacidja . . . . . . . . ... ... .. .. 46

5.1.3. Kritikus exponensek meghatarozasa . . . . . . . . .. ... .. 47

6. Osszefoglalas 53



1. fejezet

Bevezetés és célkituizés

Az elmult évtizedekben a technika hatalmas fejlodésen ment keresztiil. Ennek ha-
tasara 1j tipusu rendszerek alakultak ki, melyek szerkezetét, onmagukbol adédéan,
hatékonyan lehetett vizsgdlni. Az ilyen kommunikaciés hélézatokat, vagy magat az
Internetet leiré informacié halmazok konnyen hozzaférhetévé véltak, igy azok struk-
turajat szamitogépek segitségével lehetett analizalni. Az ott felfedezett tulajdonsagok
adtak az alapjat annak, hogy ezeket a jellemzoket teljesen fiiggetlen teriiletekhez tar-
tozé rendszerekben is megkeressék.

A fent emlitett halézatokkal azonos viselkedést mutat a szocioldgiai haldzatok
koziil a Hollywoodban tevékenyked6 szinészek kollaboraciés halozata, a tudomanyos
egyiittmiikodési és hivatkozasi hélézatok, nyelvi hélézatok vagy egyes human szexu-
alis haldzatok is. A bioldgiai halozatok koziil a sejtek halozata, vagy a fonalféreg
Caenorhabditis elegans ideghalézata is hasonléan irhato le. fgy az egyes tudomany-
teriiletek kozti hatarok atjarhatéva valtak, és ma mér kozel 30 fiiggetlen halézatrol
deriilt ki, hogy a fentiekhez hasonléan struktirat mutatnak.

Természetesen sokakat foglalkoztatott a kérdés, hogy milyen eszkozzel lehetne eze-
ket a halézatokat modellezni és vizsgalni. Az elsé targyalas két magyar matematikus-
t0l szarmazik. Erdds Pal és Rényi Alfréd 1959 és 1961 kozott publikélt cikkeikben

([4]-]6]) irtak le a véletlen grafok elméletének alapjait, ezzel teljesen 1j fejezetet nyitva
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a grafelmélet tudomanyaban.

Karinthy Frigyes 1929-ben megjelentetett Ldcszemek cimi elbeszélésében irta le
el6szor azt a megfigyelést, miszerint minden ember a f6ldén 6t kapcsolatnyi tavolsag-
bdl ismeri egymast. Karinthytol fiiggetleniil, valés ismeretségi halézatokat vizsgalva,
1967-ben Stanley Milgram szocialpszichologus figyelte meg ugyan ezt a jelenséget,
csak O ezt a tavolsagot hatnak talalta. Ennek az in. "Kicsi a vilag” jelenségnek el-
méleti leirasara publikaltak 1998-ban Duncan J. Watts és Steven H. Strogatz a sajat
modelljiiket.

Egy masik meglepé tulajdonsdg, amit a fent emlitett struktirdakban fedeztek fel,
miszerint a halézat egyes pontjai sokkal tobb kapcsolattal rendelkeznek, mint tarsaik.
Ez a tulajdonsag a hélézat novelésével sem tinik el, és megjelenik az in. "a gazdag
egyre gazdagabb lesz” effektus. A fent emlitett két jelenség modellezésére sziiletett
a maig ismert legjobb, ilyen tipusu redlis halézatokat legjobban megkdzelité elméleti
modell, a Barabasi-Albert modell. Barabasi Albert Laszlo és Albert Réka 1998-ban
kozolt cikkitkben [10] irtédk le elképzeléseiket, amelyek késébb hatalmas érdeklédést

valtottak ki a tudomanyteriileten tevékenykedd kutatok korében.

Felvetodik a kérdés, hogy a fent emlitett valos halézatokon lejatszddo folyamato-
kat miként vizsgalhatnank a hélézati modellek segitségével. Ilyen redlis folyamatok a
szamitégéphalézatokon, vagy emberi kozosségekben terjed6 virusok (SkyNet, AIDS,
...), melyek fizikai megkozelitésben nem egyenstlyi folyamatokként irhatéak le. Kis
fertozési sebesség mellett izoldlt beteg egyedek léteznek, mig egy kritikus fertozési
sebesség felett jarvany alakul ki, illetve a szamitogéphdldzat Osszeomlik. Az ilyen
nagy pontszamu rendszerekben tapasztalt nem egyensulyi jelenségek altalaban jol
targyalhaték sztohasztikus modellek segitségével. Ilyen esetben a rendszer kiilonbozé
allapotai kozott fazisatalakulas torténik, amihez tartozik egy fazisatalakulasi pont.
Ennek kozelében a rendszer bizonyos tulajdonsagai hatvanyfiiggvényekkel irhatok le.

Az ezeket jellemz6 hatvanyfiiggvény exponenseket meghatdrozva, pontosan megal-
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lapithatjuk a rendszer allapotat és viselkedését. A téma els6 atfogd matematikai
targyalasat, az 1960-as években, Leo Kadanoff adta, bar Ben Widom, A.Z. Patas-
inszkij és V.L. Pogrovszkij, vagy Michael Fischer vele pdrhuzamosan ugyan erre az
eredményre jutottak miszerint, az addigra felfedezett szamos a fazisatalakulasokra jel-
lemz6 kritikus exponens csupan két exponensbdl kifejezheto. Ezt kovetden az 1970-es
évek elején Kadanoff nyomén Kenneth Wilson ([17]-[18]) amerikai fizikus allitotta fel
a renormalasi csoportokrdl szolé elméletét, amely a téma egy teljes targyalasa volt és

amiért 1982-ben a fizikai Nobel-dijat is megkapta.

Diplomamunkam célja nem egyensulyi fazisatalakulasok vizsgélata élsilyozott ska-
lamentes halézatokon. Elméleti bizonyitast keresiink a folyamatok leirasara, és célunk
ezek numerikus eredményekkel vald igazolasa. Tovabba magyarazatot keresiink a vé-

ges rendszerekben fellép6 folyamatok méretfiiggésének leirasara is.



2. fejezet

Irodalmi attekintés

2.1. Komplex halézati modellek

Haldézatok reprezentalasara a matematikai terminologiaban altalaban grafokat hasz-
nalunk. Egy grafot olyan G = [P, E] halmaz ir le, ahol P;_x a pontokat jeloli, E pedig
a P ponthalmaz elemei kozott futé élek halmaza. A grafelmélet alapjait a XVIII. sza-
zadban Leonhard Euler rakta le, de statisztikus alkalmazésai csak a XX. szazadban
terjedtek el, amikor is felvet6dott a kérdés, hogy hogyan lehetne valés rendszereket,
véletlen halozatokkal modellezni és vizsgalni. A random grafok els6 targyalasa Er-
dos Paltol és Rényi Alfrédtol szarmazik, akik egy olyan halézati modellt definialtak,
amelyben a kiilonb6z6 fokszamu pontok eloszlasa véletlenszeri. Egy hélézat fokel-

oszlasa alatt a halézatban el6forduld k fokt pontok szamanak eloszlasat értjiik.

2.1.1. Erdos-Rényi modell

Erdés és Rényi az altaluk targyalt modellben egy N kiilonb6z6 pontbdl allé pont-
halmazt értelmeztek, melynek pontjait n kiillonbozo éllel kototték Gssze, amelyeket a
lehetséges N(N ) darab é1bél valsztottak ki ([4]-6], [2]). Végiil C™ Nov-n féle N ponti

és n élu grafot kaptak, melyek egy homogén valdszintiségi teret alkotnak.
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Egy masik lehetséges ekvivalens definicié az tn. binomidlis modell. Itt szintén
N ponttal indulunk, ahol minden pontpar p valdszintiséggel kapcsolodik egymaéssal.

Ebben az esetben az élek szamat valdszinliségi valtozdként definidljuk, melynek a

vérhatéértéke: E(n) = pw. fgy annak a valdszintisége, hogy kapjunk egy G
N(N—-1)

grafot ami Py, Py, ..., Py pontbdl és n élbél éll, P(Gy) =p"(1 —p) =2 "

Ezt a modellt kévettem egy altalam készitett elétanulméanyban, ahol az Erdos-
Rényi modell (ER modell) fokeloszldsat vizsgéltam.
Véve egy véletlen grafot p kapcsolddasi valoszintiséggel, a graf i-ik pontjanak k;

foka N — 1 és p paraméterekkel binomialis eloszlast kévet [2]:
P(ki=k) = Cx_p*(1 —p)* 17~ (2.1)

Ez a valészintiség egy adott ponthoz huzott k él lehetséges kapcsolodasi eseteinek sza-

N=1=k) a nem kapcsol6dé

mat adja meg, ahol p* a kapcsolédé élek valészintisége, (1—p

élek valészintisége és mindezt CF, | féle képpen tehetjiik meg.

0.12 T T T T T T

0.1 =

%‘ 0.06
o

2.1. dbra. A véletlengraf fokeloszlasasa. Az altalam generélt graf pontjainak szdma
N = 10000, a kapcsolddasi valdszintiség p = 0.0015. Az szimuldcidokbdl szarmazé értékeket
x-el jeloltem. Fzen kiviil egy A\ = pIN = 15 parameterii numerikusan generalt Poisson
eloszlas van az &dbran, amit a folytonos vonal jelol. Jol lathatéan kicsi az eltérés a két
eloszlas kozott.
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A fokeloszlas vizsgalatahoz elészor vezessiik be a X, valésziniiségi valtozét, ami a
k foku pontok szaméat adja. X varhatéértéke (vagyis a k foku pontok varhatdértéke)

a (2.1) eloszlasbol

E(X},) = NP(k; = k) = \s (2.2)

ahol A\ nem mas mint

A = NCh_ pF(1 —p)N—17F (2.3)

Ezek utan a fokeloszlast vizsgélva, az kozelit egy A\, paraméterti Poisson-eloszlashoz.

P(Xg=r)= e~ (2.4)

7!

Mivel a Poisson-eloszlas nagy r értékekre gyorsan eltiinik (a fokelszlastél vald
eltérése o), = v/Ax), kis egyszertisitéssel azt mondhatjuk, hogy a fokeloszlds egzaktul
binomidlis, ami nagy N elemszam esetén Poisson-eloszlassal helyettesithet6 (2.1 dbra).
A Poisson-eloszlds arra utal, hogy a halézat jellemezhetd egy dtlagos fokszammal,

amitol az egyes pontok fokszama csak kis mértékben tér el.

2.1.2. Watts-Strogatz modell

Egyes valos komplex halézatokat pontosabban leiré modell az un. “kicsi a vilag
modell” (small-world modell). Korabban két médszert hasznaltak halézatok térgya-
lasara, melyek koziil az egyik a fent emlitett véletlen graf modell volt, a masik pedig
kiilonbozo regularis-racsok alkalmazéasa. Watts és Strogatz talaltak egy alkalmas kap-

csolatot [7] mely az emlitett két struktira kozott interpoldl.
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Az 6 altaluk felallitott modell a kdvetkezoképp épiil fel:

1. Induljunk ki egy N ponti regularis racsbol, ahol a pontok egy gytlirii mentén
helyezkednek el, és minden pont k foktd, ahol k paros. Minden pont a gyii-
riiben hozzéa legkozelebb esé k ponthoz csatlakozik. Ezek mellett figyelembe
vessziik, hogy N > k > In(N) > 1 legyen, ahol k > In(N) azért felelés, hogy
Osszefiiggo grafot kapjunk.

2. Ezek utan minden élet p valdszintiséggel tjrarajzolunk gy, hogy ha az esemény
bekdvetkezik, akkor az 1j végpontot véletlenszertien véalasztjuk ki, figyelembe-
véve, hogy nem lehet a grafban hurok és dupla él. Az igy kapott halézaton beliil

pNE/2 olyan él lesz, amik a gytirii-racs tavolabbi pontjait kotik ossze.

Regularis Snall-world Randon

velet] an;-ﬂ'ﬁlié-g nivekedése

2.2. dbra. A gyiirli-racs és a random graf kozti atalakulds szemléltetése. Az
atmenetet a fent leirt eljards szerinti élek véletlenszerti ujrarajzolasaval a Watts-Strogatz
modell alkotja. A vizsgalt graf N=20 pontbdl &ll, és minden pont kezdetben a négy leg-
kozelebbi szomszédjaval van Osszekdtve. p = 0 esetén az eredeti grafot, a p valdszinliség
novelésével, p = 1-ben mar egy véletlengrafot kapunk vissza. (Watts és Strogatz nyomén,
Isd. Képjegyzék)

A p valdszintiséget p = 0-t6l p = 1-ig névelve a kezdeti gytirti-récs folytonosan ala-
kul 4t egy azonos pont- és élszamu véletlengraffa. A két hatareset kozotti atmenetet
pedig a Watts-Strogatz halozatok alkotjak.

Ez a halézati modell a "Kicsi a vilag” effektus vizsgalatara hasznaljak, mivel vé-

letlenszertien kivalasztott két pont kozotti legrévidebb 1t sokkal révidebb, mint a

véletlengrafok esetében.
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2.2. Skalamentes halozat - Barabasi-Albert modell

2.2.1. Skalamentes halézatok

Az 1990-es évek végén Barabasi Albert Laszl6 és munkatarsai jottek ra elészor arra,
hogy az altaluk vizsgalt www hélézat (ahol a graf pontjai az egyes honlapok, az éleket
pedig a honlapok kozt futé linkek reprezentaljak) fokeloszlasa a vart Poisson-eloszlas
helyett (miutén feltételezték, hogy a www egy véletlengraffal irhaté le) P(k) ~ k=7
hatvanyfiiggvény szerinti eloszlast kovetett ([8]-[10]). Ez azt jelenti, hogy a vilagha-
l6n van egy-két olyan honlap, amelyekhez a tobbi weboldal nagyrésze kapcsolddik és
ezeken kiviil szinte csak olyan oldal létezik, amelyekre kevesen hivatkoznak. Fzt a
tulajdonsagot késébb szamos mas valés haldzaton is megtalaltdk, mint pl. a korab-
ban emlitett eseteknél, de az IBM altal gyartott chip-ek huzalozasa vagy az 6koldgiai
taplaléklancok altal felépitett halozat is hasonld tulajdonsdgot mutat. Ezek a nagy
fokszamu kozéppontok biztositjak, hogy a haldzat Osszefiiggd maradjon és szamuk a
fokszammal forditott aranyban all. Ezek alapjan nagy fokszambeli kiilonbségek ala-
kulnak ki egy halézaton beliil, igy nincs egy viszonyitasi pont, egy jellemzo fokszam
a rendszerben, vagyis a fokeloszlasa hatvany-fiiggvény szerii és skalamentes.

A véletlengrafok esetén azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a hélézatban nincs ki-
tiintetett pont, mivel az élek elhelyezkedése teljesen véletlenszerii valamint, hogy a
halézat mérete nem valtozik, vagyis a halézat pontjainak a szdma a vizsgalatok soran
rogzitett. Azonban realis halozatokat tekintve, azok nagy részének mérete dinamiku-
san valtozik. Ugyanakkor egyes vizsgéalt halozatok fokeloszlasanak hatvany fiiggvény
alakja arra utal, hogy a héalézatok nem teljesen véletlenszeriiek, hanem vannak benne
olyan pontok, amelyek a hélézat fejlédése soran tobb kapcsolatra tesznek szert, és
mivel kapcsoldédas szempontjabdl annal jobban kitiintetett egy pont, minél nagyobb
a fokszama igy megjelenik a "a gazdag egyre gazdagabb lesz” effektus.

Ezen problémak kikiiszobolésére dolgoztak ki Barabasi Albert Laszld és Albert

Réka a sajat modelljiiket, ami sokkal jobban kozeliti a valds hal6zatokat és az eloszlésa
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szintén hatvanyfiiggvény szerinti, a realissal nagyjabdl azonos exponenssel. Munkam

soran nagyrészt ezzel a modellel dolgoztam.

2.2.2. Barabasi-Albert modell

A Barabasi-Albert modell segitségével a fenti két szempontot figyelembevéve ska-

lamentes halézatokat lehet szimulalni. A modell definicidja két 1épésbol all:

1. Kezdetben a haldzat kis szamu mg pontbdl all. Minden id6lépésben egy 1]
pontot adunk a halézathoz, amely m éllel (m < mg) csatlakozik a mar ott 1évé

pontokhoz.

2. Mikor 1j pontot vesziink a halézathoz, azokat a pontokat, amelyekhez ez kapcso-
16dni fog, a mar a halézatban 1év6 pontok fokszamaval aranyos II valdszintiség

alapjan valasztjuk ki:

(k) = = (2.5)

ahol k; az i-edik pont fokszama.

Az gy definialt halézatokban megjelenik az in. "nagyon kicsi a vilag” (ultra-small
world) effektus, mivel két tetszoleges pont kozti tédvolsdg sokkal kisebb lesz, mint a

fent targyalt Erdés-Rényi vagy a Watts-Strogatz modellek esetén.

2.2.3. Analitikus targyalas

Az elméleti targyalast a [9] cikkben, Barabési, Albert és Jeong &ltal kozolt leirds
alapjan fogjuk végigvezetni. Ok a problémat kvézifolytonos kozelitésben (continuum
theory) targyaltédk, ami nagy fokszamok esetén teljestil.

El6szor szamoljuk ki k; id6fiiggését (ahol k; az i-k pont fokszdma). Ez a kovetke-

z6képp irhato fel:
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-10

-12 +

\ /
\ 4
\\ s/

- 1 4 1 L 1 1 L 1 1 1 1

2.3. abra. Barabasi-Albert halézat fokeloszlasa és pontjai fokszamanak idé6fej-
16dése. Az (a) dbra mg = m = 3(0) és my = m = 5(0)) kezddfeltételekkel inditott BA
halézatok fokeloszlasat abrazolja. A rendszer mérete mindkét esetben N = mg+t = 300.000.
A szaggatott vonal egy v = 3.0 meredekségii egyenest jelol. A bels6 abran a P(k)/2m? van
abrazolva k fliggvényében. JOl latszik, hogy a kiilonb6z6 paraméteri halézatok Osszeskala-
zédnak egy v = 3.0 exponensii hatvanyfiiggvényre. A (b) abra a t; = 5(+) idépontban és
a t = 95(x) idépontban a hélézathoz vett pontok fokszamainak id6fejlédését abrazolja. A
rendszer mérete N = 1000 és my = m = 5. A vonal egy a = 0.5 meredekségii egyenest jelol.

6t' = mll(k;) = mZT‘lkj (2.6)

j=1
ahol a 2.5. egyenletet hasznaltuk. A nevezében 1évé 6sszeg minden a rendszerben
1év6 pont fokszamat Gsszegzi, kivéve az tjonnan bekeriilt pontét, igy ezt a kivetkezo

alakban irhatjuk: Z;V:_ll k; = 2mt — m. Ezek utén ezt a fenti egyenletbe visszairva:

ok;
ot

k; k;
— " 2.7
QOt -m 2t ( )

Ezt a differencidlegyenletet megoldva (azzal a kezd6feltétellel, hogy az i-ik pont a ¢;-ik
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pillanatban keriilt a rendszerbe, m kapcsolédé éllel: k;(t;) = m) kapjuk, hogy:

ki(t) = AY hol _1 2.8
(0 =m () ool 5= 28)

Ebbdl kovetkezik, hogy minden pont fokszama hatvanyfiiggvényt kovetve fejlodik
az idével, egyenld exponensel. Ennek numerikus igazoldsa a (2.3.b) dbran ldthato, és
igazolja a korabban emlitett "gazdagok még gazdagabbak lesznek” feltevést, miszerint
a hamarabb rendszerbe keriilt j6l kapcsolodott pontok fokszamukat a késobb érkezett
és kevésbé kapcsoldédott pontok karara novelik tovabb.

Ezek utan a fenti eredményt felhasznalva szamitjuk ki a rendszer fokeloszlasat.
k;(t)-re mint valészintiségi valtozdra tekintve, a 2.8. egyenlet segitségével a kovetke-

zOképp irhatjuk az eloszlasfiiggvényét:

7 7

P(ki(t) < k) = P(m (ti)ﬁ <k) =P <mzmt < kl/ﬁ) _p <ti > ”;—jff) (2.9)

Ha feltessziik, hogy azonos idokozonként adunk 1j pontot a halézathoz, akkor t;-nek

konstans valdszintiségi stirtiségfiiggvénye lesz:

P(t;) = m01+ - (2.10)

Ezek utan a 2.9. egyenletet a kovetkezo alakban irhatjuk:

m'/Bt m'/Bt m'/Bt

Végiil 2.9. és a 2.11. egyenletek segitségével fel tudjuk irni a P(k) fokeloszlést:

m/Bt

ol — ———
OP(ki(t) < k) ( kL/B(my +t)) 2m!/ft 1
Ph) = ok B ok  mo + t kAT 212)
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Majd (t — 00) esetén a fokeloszlasra kapjuk, hogy:

1
P(k) ~2mYPE~7, ahol v = 3 +1=3 (2.13)

ahol tehat ~ fiiggetlen m-tél, t-t6l és a rendszermérettél. Ezt a (2.3.b) dbrardl tudjuk
megéllapitani, melyen két pont fokszamanak idéfejlédése lathaté. Annak ellenére,
hogy a rendszer folyamatosan novekszik, egy staciondrius skalamentes allapotba ke-
riil. A (2.3.a) dbrdn jol latszik, ha a fenti eredmények alapjan a P(k)/2m? értékeket
abrazoljuk a fokszam fiiggvényében, akkor az egy v = 3.0 exponensii hatvanyfiigg-

vényre fog esni.

2.3. Nem egyensulyi folyamatok

A természetben el6forduld jelenségeket mikroszkopikus kozelitésben nem targyal-
hatjuk a klasszikus fizika mdédszereivel, mert véletlenszertiségiiknél fogva nem tudjuk
meghatarozni t id6pillanatban a vizsgalt komplex rendszer s allapotat ([3], [12], [13],
[16]). Statisztikus mechanikai kozelitésben ezért definidlunk egy P;(s) valdsziniiséget,
ami azt adja meg, hogy mekkora valészintiséggel tartozkodik a rendszer ¢ idépontban
a kérdéses s allapotban. Ezen allapot-valdszintliség eloszlast vizsgaljuk amit sztochasz-
tikus modellek segitségével irhatunk le.

Sztochasztikus folyamatok esetén a mikroszkopikus szabadsagi fokok kollektiv vi-
selkedését keressiik, ami dltalaban folytonos fazisatmenetek soran figyelheté meg. Az
egyes fazisdtmenetek alapjan a folyamatokat univerzalitasi osztalyokba (universality
classes) sorolhatjuk, melyeket azonos kritikus exponensek jellemeznek.

Ha a vizsgélt rendszer termikus egyenstlyban van, akkor a P;(s) valdszintiségi el-

“HE)/kBT fudjuk térgyal-

oszlast a stacionarius Gibbs-stirtiség segitségével P.,(s) ~ e
ni, ahol H(s) a mikroszképikus Hamilton-operdtort jeloli. A természetben eléforduld
jelenségek kezdeti allapota azonban &ltalaban messze van a termikus egyensilyi al-

lapottdl, és idofejlodésiik flige a kiindulasi paraméterektdl. Ezekben az esetekben
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a Gibbs féle kozelités az eltéré dinamikai valtozok miatt nem alkalmazhato, igy itt
P,(s)-t a Fokker-Planck egyenlettel, vagy az abbdl szarmaztathaté mester-egyenlet
segitségével targyalhatjuk.

Az egyensulyi fazisatalakulasokat szokas az dtalakulds rendje alapjan felosztani.
Ha a rendszer termodinamikai potencialja sorbafejtheté, akkor Ehrenfest nyoman [14]
értelmezheté annak rendiisége. Ebben az esetben ha a termodinamikai potencialja-
nak els6 derivéltja ugrast szenved, akkor elsorendii fazisatmenetrdl beszéliink. Ha
els6 rendben folytonos és a mésodik derivalt esetén kévetkezik be szingularitas, akkor
masodrendii az atalakulds és hasonléan tudunk definidlni magasabb rendii fazisatala-
kulasokat is.

A részecskék kozti rovid hatotavolsdgu kolesonhatasok esetén a jelenségek leirda-
sara a reakcio-diffizié modell alkalmas ami segitségével fel lehet frni a folyamatot
jellemzé mester-egyenleteket. Azonban, ha ezek analitikusan nem megoldhatéak, ko-
zelitést kell alkalmaznunk. Ha nagy pontszamu a rendszer és a diffizié dominans
a reakcidval szemben, abban az esetben hasznalhatjuk az atlagtér-kozelités mddsze-
rét, melynek lényege, hogy a kolcsonhatasok soran a folyamatot jellemzd paraméterek
ingadozasatol eltekintiink, és azokat az atlagértékiikkel helyettesitjiikk. Azonban ala-
csony dimenzidk esetén, ha a diffizios keveredés nem elég erds, ez nem alkalmazhato,
igy ez a targyalds csak egy, a rendszerre jellemzo un. fels6 kritikus dimenzi6 felett
érvényes.

Ha a rendszer a nem egyensiilyi fazisatalakulds soran olyan stacionérius allapotba
juthat, amit nem képes elhagyni, azt abszorbeal6 fazisnak nevezziik. Az ilyen atala-
kulasok legfébb univerzalitasi osztdlya a irdnyitott perkolacié osztdly. Ez az osztély
jol alkalmazhaté rdcson terjedd fertézések vizsgalatara, ahol a racson 1évo beteg pont
egy bizonyos val6szintiséggel megfertézheti a szomszédait () és spontdn meg is gyo-
gyulhat (p). A két valdsziniiség ardnyatol (A = p/N) fiiggben egy kritikus A, alatt
(A < A,) a virus kihal, vagy e-felett A > A, a rendszer egy staciondrius fert6zott

(aktiv) allapotba jut. A két dllapot kozott folytonos nem egyensilyi fazisatalakulds
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figyelhet6 meg. Vizsgalddasaink soran a iranyitott perkolacié univerzalitasi osztalyba
tartozé kontakt folyamatot alkalmazzuk, amelyet a késobbiekben definidlunk. Fn-
nek kritikus dimenzidi és exponensei megegyeznek az iranyitott perkolacio kritikus
dimenziodival és exponenseivel, és egy gyakran hasznélt megvalésitasa a fent leirt nem

egyensilyi fazisatalakulasnak.

2.3.1. Univerzalis skalazasi torvények

Az egyensulyi statisztikus fizikdhoz hasonléan a nem egyenstlyi folyamatok szin-
gularitasai is hatékonyan targyalhatoak az Un. univerzalis skélazasi torvények se-
gitségével. ([3], [12]) A fazisatalakulds soran a kritikus pontban kiilonb6zé mérhetd
mennyiségek asszimptdtikusan hatvanyfiiggvényekkel irhatok le, amelyekhez kritikus
exponensek tartoznak.

Elscként definialjuk az altalunk vizsgalt fertézésterjedési eljarasok sordn mért

rendparamétert. Ez nem mas mint a rendszerben 1évo aktiv-pontok stirtisége:

ot) = <Zsi<t>> (214)

Az aktiv fazisban ez a stirtiség fiigg a 6 = (A —A.)/A. kontroll paramétertdl azonban
az inaktiv fazisban, miutan a rendszer abszorbeald allapotba keriil, p = 0 lesz. Ha a

két fazist elvalaszto fazisatmeneti pontban vagyunk, a rendparaméter
o ~ |9 (2.15)

szerint skalazdédik, ahol a [ rendparaméter exponens fiiggetlen a rendszer dimenzio-
jatol.

Egy maésik jellemzo kritikus mennyiség a & korrelacids hossz, amit szokas térben
(£1) és id6ben () vizsgdlni. Egyenstlyi fazisatalakuldsok esetén csak a rendszer

lokalis paraméterei valtoznak az idovel. Ekkor nem figyelhet6ek meg makroszkopikus
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idofiiggo jelenségek, igy fellép egy idotiikrozési invariancia.
Ezzel szemben nem egyensiilyi esetben az idének van egy kitiintetett iranya, igy

a térbeli £, és idSbeli { korreldciés hosszak a kovetkezOként irhatdk fel:
EL ~ O], 1 =&~ |07 (2.16)

ahol az v, és v a térbeli és id6beli korrelacios hossz exponensek. §)-t relaxdcios
idonek is szokas nevezni, amit 7,-el jeloliink.
A skdldzdsi tartomdnyban a két korreldciés hossz kozott szintén egy & ~ &7
hatvanyfiiggés figyelhet6 meg, ami az in. z = v /v, dinamikai exponenst definidlja.
Abszorbedld fazisatmenetek esetén szokds definidlni a Py(t) tulélési valdszintisé-
get, ami annak a valdszintisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott pont, ami a
kivalasztas idopillanataban fert6zodott meg, ¢t idolépésen keresztiil aktiv marad. Ez

a valészinliség az aktiv fazisban véges, és
PX(t) ~ [6]% (2.17)

alakban irhaté. Tehat az abszorbeald allapotba valé fazisatmenetet altaldanosan a
négy: 3,0, vy és vy un. toémbi kritikus exponensekkel tudjuk leirni, és az Osszes tobbi
vizsgalt exponens ezekbdl levezetheto.

[d6tiikrozési szimmetria esetén G és ' megegyeznek. Ekkor bevezetve a b = § "+
skalazdsi paramétert, a rendszer jellemz6 hosszéra a L' = L/b helyettesitéssel élve,
valamint a 6"b = b/¢ egyenléséget figyelembevéve, felirhatjuk a fent definidlt p(t)
rendparamétert és Ps(t) tulélési valdszintiséget leird univerzélis skdlazdsi fliggvénye-
ket:

p>=(8,1/t) = b= p(6bY/"+ b /t,b/ L) (2.18)

P>(6,1/t) = b~ P,(6bY"+,b% /t,b/L) (2.19)
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Eddigi vizsgaldodasaink soran feltettiik, hogy a rendszer L mérete végtelen. Mivel a
numerikus realizaciok soran ez nem teljesiil, ezért figyelembe kell venniink egy véges-
rendszer megkotést ami a skala-fiiggvényeket befolyasolja. A rendszerben 1év6 pontok
szamat N = Le-ként definidlva, valamint bevezetve a x = — a véges méret exponenst

Vi
a (2.18-2.19) egyenletek a kovetkez6 képpen médosulnak:

p(6,1/t,1/N) = b~%p(6b*"+, b /t,d/N) (2.20)

P,(0,1/t,1/N) = b= P,(6b*"+,b* /t,d/N) (2.21)

2.4. Reakcio6-diffuzio folyamat

Egyes kémiai és biokémiai folyamatokat olyan nyilt rendszerrel lehet modellezni,
amibe folyamatosan reakciéra képes részecskék lépnek be és tiinnek el, igy létrehoz-
va egy stacionarius nem egyensulyi allapotot. Ezen folyamatokat olyan dinamikai
szabalyokkal lehet leirni, ahol az allapotok kozti atmenetek vannak definialva. Az
ilyen folyamatokat targyald sztochasztikus modellek matematikai leirdsara szolgalnak
a reakci6-diffuzié egyenletek ([12]-[13]), amit mds nem egyensulyi redszerek leiraséra
is alkalmaznak.

A kovetkezdkben definidljunk egy olyan egyszerii reakcio-diffuzié modellt, amely-
ben egy fajta pont szerepel, és két allapotban lehet. Jeldljiik (A)-val ha a pont aktiv,
valamint (@) ha a pont inaktiv allapotban van. A rendszerre jellemzé allapotok kozti

atmenetek a kovetkezo ratakkal kovetkeznek be:

Atmenet Réta | Név
1. | Ao <~ 0A D diffuzié
2. | AA — A0, 0A A koagulacid
3. | Ao, 0A — AA K dekoagulacié

2.4.1 tablazat: Reakcio-diffiziéo modell definicigja.
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2.4.1. Mester egyenlet

Makroszképikus kozelitésben a kiilonbozo allapotok valdszintliségi eloszlasanak ido-

fejlodése a mester-egyenlettel irhato le:

—Pt Z Wy _Pi(s Z wy_yPy(s (2.22)

ahol P,(s) annak a valdsziniisége, hogy a rendszer ¢ pillanatban s allapotban tartéz-
kodik. > P;(s) = 1 normalizalhat6 valamint az atmeneti valészintiségek idéfiiggetle-
nek és indexeikben szimmetrikusak (wy_ s = w,_ ). A fenti sztochasztikus folyamat
esetén a mester-egyenlet akkor teljesiil, ha a folyamat irreverzibilis és stacionarius
Markov-tipusu. Kovetkez6 1épésként a mester-egyenletet vektorjeloléssel felirva kap-
juk a

Oh|P) = —L[P) (2.23)

egyenletet ahol |P;) a P;(s) komponensekbdl all6 vektor, £ pedig a Liouville-operétor,
melyet a kovetkezoképp definialjuk:

Z<$/‘£|S> = —Ws_.g + 58,5/ Z W, (2.24)

!

s S”

Ezek utan irjuk fel az el6bb vizsgalt rendszer kiilonboz6 allapotaihoz tartozé mester-
egyenletet:

% Pi(A0) = DP(@A) + AP(AA) — kP(A®) — DP(A®)

% P/(®A) = DP(A®) + AP(AA) — kP(0A) — DP(0A)

%Pt(AA) = kP(AQ) + kP(©A) — 2AP(AA)

Majd a (2.22-2.27) képletek segitségével kapjuk a Liouville-operator matrixat:
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0 0 0 0
0 k+D —-D =)\
L= (2.25)
0 —-D &xk+D =\
0 -k —K 2\

2.4.2. Az atlagtér-kozelités

Sok esetben, makroszképikus kozelitésben a reakcio-difftizié folyamatot egysze-
ritbben tudjuk targyalni az atlagtér-kozelités modszerével. Nagy rendszer esetén a
reakcié-diffizié folyamat soran fellépé p(t) részecskesiirliség valtozasat leiré atlagtér-
egyenletet kozvetlen fel tudjuk irni a reakcié modell alapjan. A fenti példat tekintve
azon allapotatmeneteket figyeljiik ahol a részecskék szama megvaltozik, igy a 2.4.1.
tdblazat alapjan a masodik sorban lefrt atmenet \p?(t) tagként, valamint a harma-
dik sorban lefrt dtmenet kp(t) tagként fog megjelenni az egyenletben. Ezek utén a

reakcio-diffuzié folyamatot leird atlagtér-egyenlet a kovetkezd alakban adodik:

Oep(t) = rip(t) — Ap*(t) (2.26)

A mester-egyenlettel szemben itt a rendszert egy nemlinaris differencidlegyenlet irja
le. Ehhez két staciondarius allapot tartozik x < 0 esetén, amibdl az egyik p = 0 abszor-
bedld dllapot, a masik pedig p = k/\ esetén &ll fenn feltéve, hogy (A > 0). A rendszer
inhomogenitasat egy perturbéaciés taggal vessziik figyelembe, ami a stirliség térbeli
ingadozasat jelzi. fgy D-vel a diffuziés allandét jelolve a reakcid-diffuzié egyenlet a

kovetkezd alakban 4ll fel:

dip(x,t) = kp(x,t) — Ap*(x,t) + DV?p(x, 1) (2.27)



2. FEJEZET. IRODALMI ATTEKINTES 21

2.5. A iranyitott perkolacié és a kontakt folyamat

2.5.1. A kontakt folyamat

A kornyezetiinkben el6forduld szamos fertozés-terjedési folyamat, igymint jarva-
nyok terjedése bioldgiai, és mesterséges hélézatokon vagy adatcsomagok vandorlasa
kommunikaciés halézatokon legegyszeriibben az iranyitott perkolacioval targyalhatok.

Ilyen folyamatok esetén két alapvetd jelenség, a fertozésés és a gyogyulas van jelen.
Ezen két esemény befolyasolja a rendszer végallapotat. Ha a fert6zés dominal, akkor
a jarvany kiterjed az egész populdciéra és egy stacionarius allapotba jut. Ellenkezo
esetben, ha a gyégyulas erésebb, akkor a jarvany kihal, és a populdcié meggyogyul.
A két allapot kozott nem egyensulyi folytonos fazidtalakulds van.

Elméleti megkozelitésben a két jelenség bekovetkezéséhez valdszintiségeket rendel-
hetiink. Legyen annak a valdszintisége, hogy egy beteg pont megfertézi a szomszédjat
A, és annak, hogy spontan meggyégyul p. A két eseményhez rendelt valészintiségek
A = p/ X hédnyadosa hatérozza meg, hogy a rendszer aktiv vagy inaktiv fazisba jut-e.
A két folyamat egymassal parhuzamosan van jelen a rendszerben.

Példaként tekintsiink egy 1+1 dimenzids racsot és iteraljunk rajta egy fertézési
folyamatot minden ¢ idopillanatban. Jeloljiik s;-vel az i-ek pont allapotat ami két
értéket vehet fel, attdl fiiggéen, hogy a pont fertézott (s; = 1), vagy nem (s; = 0).

Ha definalunk egy 0 < r < 1 véletlen szamot, akkor a t-ik a t + 1-ik idépontra

val6 lépéskor egy pont allapota a kévetkezoképpen alakulhat:
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1, ha s;i(t) =0, s;-1(t) = 1, valamint r < A

1 ,hasi(t) =0, s;41(t) =1, valamint 7 < A
S; —

0 , ha s;(t) =1, valamint r < p

0 , egyébként

\

Numerikus szimuléciok soran a fertézést kétféleképpen szokés vizsgdlni, miszerint
az elso t = 0 id6pontban csak egy, vagy az Osszes pont fert6zott. A két méd a folyamat
szempontjabol ekvivalens. A A < A, szubkritikus fazisban az aktiv pontok szama
exponencialisan lecseng, ezzel szemben a A > A, szuperkritikus részben N — oo
esetén egy véges klasztert alakul ki, melynek mérete fiigg a kritikus ponttol vald
tavolsagtél. A A = A, kritikus pontban lassan terjed szét a virus és az aktiv pontok
egy fraktal-strukturat alakitanak ki.

Kontakt folyamatok esetén atlagtér-kozelitést véve a kritikus ponthoz kozel (§ < 1)
a rendparaméter p(t) ~ ¢ linearisan skélazdédik, tehét a dtlagtér rendparaméter expo-

nens AMF = 1-nek adédik. Mindemellett a kritikus pont alatt
p(t) ~ e % ~ 78 (2.28)

szerint viselkedik, kovetkezésképpen & ~ 07!, igy a id8beli korraldciés exponens
atlagtér-kozelitésben yﬁWF = 1. A térbeli korreldcié meghatdrozéasara tekintsiik a

2.27. atlagtér-egyenletet. A p(x,t)-t a 2.3.1. fejezetben targyaltak alapjan abban az
1

5.
A fenti kozelités végtelen dimenzio esetén egzakt. Véges dimenzios kontakt folya-

esetben lesz invaridns a skdlazdsra, ha v =

mat esetén d > 4 felett korrektek az exponensek értékei, tehat a rendszerhez tartozd

kritikus dimenzié d. = 4, ami felett mar igaz az atlagtér-kozelités.
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2.5.2. Az iranyitott perkolacié tulajdonsagai

Miutan a vizsgalt eljaras egy nem egyensulyi folyamat, ezért dinamikusan fligg az
idotol. Ez legegyszeriibben geometriai modellel szemléltethet6. Tekintsiink egy hiper
kobos rdacsot ahol a fertézés a racspotok kozotti éleken terjedhet tovabb. Iranyitatlan
esetben barmely élen, iranyitott racs esetén csak a megengedett iranyba. Szemlélete-
sen értelmeziink egy p valdszintiséget, ami azt adja meg, hogy mekkora valdszintiséggel
van egy él nyitva, amikor engedi a fert6zést tovabbterjedni. A p-tdl fliggéen a ferto-
zés perkoldl a racson, vagy egy véges klasztert alakit ki, a halézat nagy részét tisztan
hagyva. A kialakult klaszter mérete az Osszefiiggd pontok szama. A rendszer rend-
paramétereként a P, valoszintiséget definialjuk, ami annak a valdszintisége, hogy egy
véletlenszertien kivalasztott pontbdl kiindulva egy végtelen klaszter alakul ki. Ezen

kiviil rendparaméterként defindlhatjuk a p(t) aktiv pont stirtiséget is.

Izotrop perkolacio Iranyitott perkolacio

2.4. abra. Izotrép és Iranyitott perkoldcié. A nyitott éleket folytonos, a zartakat
szaggatott vonal jeloli. A vastag vonal a kozéppontbdl kiterjedt fertozés altal kialakitott
klasztert szemlélteti (Hinrichsen nyoman, lsd. Képjegyzék).
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A folyamat lefolyédsa két esetben trividlis. Ha a rdcs d = 1 dimenzids (ldnc), csak
akkor van kritikus fazis, ha p = 1, valamint ha a rendszer d = oo végtelen dimenzios,
akkor az inaktiv fazisba csak p = 0 esetén juthat.

Véges dimenzidk esetén (1 < d < oo) a fazisdétmenet egy 0 < p. < 1 kritikus
ponttal jellemzhetd. Ha a fertézés p > p,. szuperkritikus fazisban van, akkor szétterjed

a rendszerben, és ha a p < p. szubkritikus fazisban tartézkodik akkor eltlinik.

2.5.3. Fertozésterjedés vizsgalata skalamentes halézatokon

Valés rendszereket modellez6 komplex hal6zatokat a korabbiakban targyaltak alap-
jan két f6 csoportra oszthatjuk ([11], [20], [21], [22], [23]). Az els6 és jobban is-
mert csoport az un. exponencidlis hdlozatok. Ide tartoznak a véletlen halézatok és
a Watts-Strogatz féle “kicsi a vildg” halézatok. Az ilyen fokeloszlasukban homogén
rendszereken valo fertézésterjedési vizsgalatok soran a klasszikus atlagtér-kozelitést
alkalmazhatjuk, mivel hosszutavi kolecsonhatasok jelennek meg a rendszerben, és eb-
ben az esetben nem végtelen méret esetén is érvényes ez a kozelités.

A komplex halézatok masik fo csoportja a skdlamentes hdlozatok melyek fokel-
oszlasa az el6z6 modellekkel szemben inhomogén. Ebbdl kifolydlag a jarvanyterjedési
folyamatok eltéréen viselkednek a fentiekhez képest.

A skélamentes halézatok fokeloszldsa a 2.2.1 részben térgyaltak alapjan P(k) ~ k7.
Meglepé modon a fert6zés terjedést v alapjan tudjuk osztdlyozni, miutan ettol fiig-

goen kiilonbozoképp targyalhatjuk az egyes fertézési eseteket.

0<y <9 Ebben az esetben < k > atlagos fokszam és az atlagos
kolesonhatési intenzitds divergens, igy a fert6zés minden

esetben kiterjed.
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Ve <v<7,: Ez a tartomdny az tUn. nemkonvenciondlis atlagtér-

tartomany, ahol a kritikus exponensek v fiiggéek.

V=Yt Ebben a pontban az atlagtér-kozelités logaritmikus korrek-

ciéval érvényes.

Y <V Klasszikus atlagtér-tartomany, ahol az exponensek ugyan

azok, mint regularis racsok esetén.

Analitikai targyalas

Definidljuk pi(t) = %—t mint a k fokud fertézott pontok relativ slirtiségét, ahol
NE(t) a k foki aktiv pontok szdma [19]. Ez a sfiriség nem mds mint annak a val4szi-
niisége, hogy egy k foki pont fertézott. Vizsgalataink soran rogzitsiik p gydgyulési
ratat pu = 1-re. Valdszinliségi rata alatt idéegység-fiiggd valdszinliséget értiink. Ezek

utan felirhatjuk a Dinamikus atlagtér-egyenletet:

Orpr(t) = —ppi(t) + AR[L — pr(D)]O[{ () }] (2.29)

ahol a magasabb rendii tagok px(t) < 1 miatt elhanyagolhaték. Az egyenlet jobb
oldalanak els6 tagja a gyogyulasért felelés, a masodik tag az ujonnan keletkezett
aktiv pontokat jeloli. A pontkelt6 tagban (1 — px(t)) annak a valdszintisége, hogy a k
foku pont egészséges, A rataval fertézodik meg, a hozza kapcsolédé k élen keresztiil.
Végil O({px(t)}) annak a val6szintisége, hogy a kérdéses ponthoz kapcsol6dé pontok
betegek.

Az aktiv fazisban p;, véges dllanddsult allapota fiigg A-t6l, amibol kovetkezik, hogy
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O is A\-fiiggd. Staciondrius allapot esetén O,px(t) = 0, igy pi-ra

EAO(N)

Pk = m (2.30)

adddik, ami azt mutatja, hogy minél nagyobb egy pont fokszama, anndl biztosabb,
hogy aktiv dllapotban van. © kifejejezésére vezessiik be sP(s)/ < k > valészintiségét
annak, hogy két pont egymashoz s éllel kapcsolodik. Ekkor az atlagos valdszintisége,

hogy egy pont egy fert6zott ponthoz kapcsolédjon:

1
< k>

O\ = > kP(k)pr (2.31)

ami a 2.30 egyenlettel egy 6nkonzisztens sszefiiggést alkot. Ekkor a rendszer p rend-

paramétere felirhato a kovetkezd alakban.
p=3 Pk (232)
k

A fenti 6nkonzisztens Gsszefiiggést atirhatjuk a kovetkezo alakra:

1 EXNO(N)
0= kP(k)—————— 2.33
zk: (%) 1+ EXO(N) (2:33)
amiben csak © fiigg A\-tol.

Ennek az egyenletnek ©® = 0 mindig megoldésa lesz, azonban ha nem zéré esetre

(p # 0) a fenti egyenletet mint O fiiggvényét tekintjiik, ahol 0 < © < 1, akkor:

d 1 kO
e > )
doe <<k:>zkp(k>1+>\k@) L_O 21 (2.34)

k

oszzefiiggés teljesiil. Ekkor a -t tartalmazoé tag segitségével definidlhatjuk a kritikus

kiiszobéretéket:
kP(k)\ Kk k2
2pkPRAK <k >, (2.35)
< k> < k>
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<k>
< k? >
N — oo esetén < k? >— oo szintén teljesiil, igy a A\, = 0-nak adddik.

amibdl \. = adodik és ebbdl kovetkezik, hogy 2 < v < 3 tartomanyban

Alkalmazas Barabasi-Albert hal6zaton

Barabasi-Albert hal6zaton a fenti analitikus targyalast a fokszameloszlas kvazifoly-
tonos kozelitésével alkalmazzuk. A 2.31. definiciéban szereplé P(k) fokeloszlasra a
P(k) =2m?k™3, valamint a < k >= [ kP(k)dk = 2m helyettesitést véve, a O(X) a

kovetkezoként irhato:

<1 dk 1
A) = mAO(\ - —mAO\)log 1+ ——— 2,
O(3) = mAB( )/m F1xmen) - Mol >Og< +m)\®()\)) (2:36)
amit egyszerisitve kapjuk:
O(\) = e_l/mu — e H/mAy~t (2.37)
T am '

A fertézott pontok stirliségének viselkedését vizsgalva a 2.32 alapjan a rendparamétert

felirhatjuk:
<1 dk 1 1
= 2m2\O(\ ————— =2m*)\O(\) | — + AO(N)log(1l + ————
p=2m ()/m Eirmen) 2 AOW | + A8 el + Tras)
(2.38)
alakban. Ebbe visszairva a ©(\) kifejezést, a legalacsonyabb A rendre:
p ~ 2e”HmA (2.39)

Ez azt mutatja, hogy a kritikus kiiszob ebben a modellben is A\, = 0-nak addédik
feltéve, hogy < k? >= oo. Mivel redlis hélézatok ~ fok exponense 2 < ~ < 3

tartomanyba esik és v, = 3, ezért mindig ez az eset kovetkezik be.
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Végesméret effektusok

Tapasztalataink alapjan véges halézatokon a fertozés fiiggetleniil a fertozési ratatol
egy id6 utan minden esetben kihal. Ennek oka, hogy létezik egy olyan véges valo-
szinliség (a véges mérethdl fakadbéan), hogy minden fert6zott pont ugyan abban a
pillanatban meggydgyuljon és ne fert6zzon tovabb.

Ez a valdszinliseg N — oo esetén csokken. Azonban miutdn az altalunk végzett
vizsgalédasok soran az idéablak tul kicsi ahhoz, hogy ez az effektus szerepet jatszon,
ezért szamottevéen nem befolyasolja az eredményeinket. Nagy pontszamu rendszerek
esetén ez a jelenség \-tdl is fiigg, éppen ez az oka annak, hogy P, véges abszorbedld
rendszerek esetén egyensilyban van kritikus pontban, és névekszik a rendszermérettel
az aktiv fazisban minden A\ esetén.

A valés halézatok és az altalunk szimuldlt realizaciok véges méretiik folytan messze
vannak a termodinamikai hataresettol. Végességiikbdl adéddan nem szerepelnek ben-
niik végtelen fokszamu pontok, igy a vizsgalt fertozések a rendszerben megjeleno
legnagyobb k. fokszamtdél, igy a rendszermérettdl is fliggenek. Skalamentes hélézatok
esetén a fokeloszlas a véges méret miatt P(k) ~ k=7 f(k/k.) szerint atskalazodik, ahol
f(k/k.) gyorsan eltiinik k/k. > 1 esetén. Ezzel a k. fokszdmmal jellemezhet6ek a
kiilénb6z6 méretii realizaciok.

Szintén a véges méretbdl adédik, hogy < k? > végessé vélik, és ezért A\, # 0 lesz,
mint dltaldban a nem egyensulyi folyamatok esetén, azonban A, cstkken, ha noveljiik
N-t (vele egyiitt k.t is), vagyis a fert6zés konnyebben terjed szét a halézatban. Ha
ebben az esetben a fenti fokeloszldsban szerepld f(x) fliggvényt egy exponencidlissal
helyettesitjiik, akkor:

P(k) ~ k™ elk/ke) (2.40)

alakban addédik, valamint a nemzérd kiiszobérték:

Nl 2= (k)= (2.41)
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ahol m a Barabdsi-Albert hélézat eredeti definiciéjaban szerepl6 legkisebb foksza-
mot jeloli. A korldt v — 3 esetén jelenik meg, ellenkez6 esetben egy logaritmikus

kozelitéssel tudjuk helyettesiteni:
Ae(ke) ~ min(k,/m) ™ (2.42)

fgy levonhatjuk azt a kovetkeztetést, miszerint A\, minden esetben csokken, ha no a

rendszer k. karakterisztikus levagasa.



3. fejezet

Kutatasi kérdések, hipotézisek

3.1. Nem egyensiilyi fazisatalakulasok és végesmeéret-
skalazas vizsgalata élsulyozott skalamentes ha-
l6zatokon

Kutatdsaim soran olyan skalamentes-halézatokkal foglalkoztam, melyeket a Barabési-
Albert modellt kovetve szimulaltam, a 2.2.2. részben targyalt definici6é alapjan. Az
igy modellezett strukturakban a kolcsonhatasi folyamatok sordan fellépé kooperativ
jelenségek jellemzoire voltam kivancsi.

Az eddigi vizsgalatok sordn mind egyensilyi (Ising modell, Potts modell [11],
[24]-[26]), mind nem egyensilyi (perkolacid, fertézés terjedés [19]-[21], [27]) fazisat-
alakuldsokat altalanosan, nemsulyozott halézatokon vizsgaltdk, ahol az egyes pontok
kozti kolesonhatasok erdssége mindig azonos volt. Ezekben az esetekben az atlagtér-
kozelités csak akkor alkalmazhatd, ha a v fokszadm exponensre igaz a 2.5.3. részben
targyalt feltétel, vagyis v > ~v,. Egyenstlyi esetben ez a kritikus felso kiiszobérték
Y. = 5, valamint nem egyensilyi fazisatmeneteknél v, = 4.

Erdekesebb kérdést vet fel, ha feltessziik, hogy a hélézaton vizsgalt koélesonha-

tas inhomogén. Ezt annak alapjan tételezhetjiik fel, hogy a korabban a hélézatba

30
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keriilt pontok (melyeknek nagyobb a fokszamuk) nagyobb eséllyel immunizalodtak a
fertézéssel szemben, mint a késobb érkezettek. Kordabban Giuraniuc vizsgalt inho-
mogén kolcsonhatasokat skdlamentes halézatokon, de csak egyensilyi fazisatmenet
(Ising-modell) esetében [1].

A kolesonhatas inhomogenitasat élsiulyozzott halézatokon gy vizsgaltak, hogy
minden él végpontjainak fokszamatol fiiggden az egyes élekhez sulyokat rendeltek , és
a kolcsonhatas ezen értékektol fliggben vesztette el homogenitasat. Az egyes éleket a
kovetkezoképpen skalaztak tjra:

(Kiky) "

Mg =A e

(3.1)

ahol \; j az i és j pontok kozti kolcsonhatés valszintiségi ratdja, valamint p a sulyozasi
exponens. Ebben az esetben a kritikus viselkedés egyensulyi fazisatalakulas esetén a

kovetkezo effektiv fokszam exponenstdl fiigg:
N = JH (3.2)

Az igy stlyozott skdlamentes halézatokon v < 3 esetén is megfigyelhet6 a kritikus

fazisatalakulas feltéve, hogy a u stlyozasi exponens elég nagy.

Diplomamunkdm soran nem egyensulyi fazisatmeneteket vizsgalunk élsulyozott
Barabasi-Albert halézatban. Célunk a 3.2. egyenletben egyensilyi esetre definialt
médositott 7/ paraméterszabaly nem egyenstlyi fazisatalakuldasokra valé bizonyitasa.
Ennek elméleti targyaldsara dinamikus atlagtér-kozelitést haszndlunk. Az elméleti
eredményeket hossziidejii Monte-Carlo-szimulaciékbdl szarmazé numerikus eredmé-
nyekkel vetjiik Ossze, és az esetlegesen megjelend véges méret effektusokat az altalaban

hiper kobos racsoknal hasznalt térelméleti megfontolasokkal magyarazzuk.



4. fejezet

Kutatas modszerei

4.1. Dinamikus atlagtér-kozelités

A nem egyensilyi fazisatalakuldsokat a iranyitott perkolacié univerzalitasi osztély-
ba tartozé kontakt folyamat segitségével vizsgaljuk, amit a 2.5. szakaszban targyal-
tunk. Definidljuk a a betegedést gy, hogy az i-ik egészséges pont \;; rataval fertézo-
dik meg feltéve, hogy j szomszédja aktiv volt, valamint a p gydgyuldsi ratat valasszuk
i = 1-nek.

Induljunk ki az i-ik pont (i = 1..N) atlagos fert6zési stirtiségének idéderivaltjabol:

Ip;i
5 = 2 A= oo — (4.1)
J

Ebben az egyenletben a jobb oldal els tagjdban szerepl6 (1— p;) akkor igaz, ha az i-ik
pont egészséges és a p; beteg szomszédtol \;; rataval fertézédhet meg. Az Osszegzés
az i-ik pont minden j szomszédjara torténik. A masodik tag a spontdn meggyogyulast
jelenti, feltéve hogy ¢ beteg volt. Kovetkezo 1épésben irjuk fel kolesonhatasi ratat:

_ Kk (Kiky)~"

Ny =
J ijj<k—,u >2

(4.2)

32
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ahol X a klasszikus kontakt folyamat soran targyalt homogén fertézési rata. Kzt

kovetden vezessiik be a rendszer atlagos stirtiségét:

1—
Zj kj “pj

> (4.3)

p:

A fenti megfontolasokat figyelembevéve a dinamikus atlagtér-egyenlet a kovetkezo-

képp alakul:
Ip;
ot

= Xk M (1= pi)p — pi (4.4)

ahol A = A\ < k'™# > /| < k >< k™* >2 A fenti dinamikai egyenlet a stacionarius

allapotban 0;p; = 0, igy megkaphatjuk a lokalis stirtiséget, ami aranyos kzl “Hovel:

N " p

= T 45
g 14 Mk, #p (45)

Ezt kovetden 4.5. egyenletet visszairva a 4.3. egyenletbe, valamint az i-re valé 0sszeg-

zést a teljes Pp(k) fokeloszldason valé integraldssal helyettesitve kapjuk:

E2(—n)

~ kmaz
< Br =) / Po(k) (4.6)

A fenti integral felsé korlatja termodinamikai hataresetben k., — 0o. A 4.6. egyen-
let megoldasa kozel a kritikus ponthoz (p < 1) fiigg a vizsgalt hél6zat fokeloszlasanak
nagyfoki levigasatél. Ezt figyelembe véve és az integraldsi valtozot k' = k'~#-vel he-

lyettesitve

k! 2
M
< k, >= )\A /, k?/ v mdk/ = Q(p7 /7,) (47>

egyenletet kapjuk, ahol 7/-t a 3.2 egyenletben definidltuk. Az integral k... — o0
esetén sem valik divergenssé, mert az integrandusban szerepld p egy véges levagast
eredményez. Kovetkezésképpen a fenti egyenletbdl latszik, hogy élstlyozott skdlamen-

tes hélézatokon vizsgalt nem egyensilyi fazisatalakuldsok hatékonyan vizsgalhatéak

~" effektiv fok exponenssel.
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A 4.7. egyenletet analizalva, a sulyozatlan hélézatoktdl eltéréen itt ' alapjan

osztalyozhatjuk a kiilonbozo fertézésterjedési eseteket:

3<y < 4:

Kis p esetén a Q(p,~’) integrandus a méasodik tagig Taylor-
sorba fejthets. gy adédik egy véges A =< k' > JA < E? >
fazisditmeneti pont, valamint a p aktiv pont stirtiség p(\) ~
(Ae — A) szerint valtozik, vagyis a 3 rendparaméter exponens
6 = 1, igy ekkor a hagyomanyos atlagtér-tartomanyban va-

gyunk.

Ebben az esetben kicsi p esetén a sorfejtésnek csak a linearis
tagja létezik. A masodik tag p fiiggése és a kovetkezdképp
irhato fel:

~y ko , k3
ag(p) = =) pA y k/—’V mdk/ (48)

min

A fenti Gsszefiiggés kicsi de véges p esetén levag, amihez tar-

/
max

tozik egy k! levagasi érték, amit Ko~ 1 /p-val jeloliink. loy

a fenti Osszefiiggést a kovetkez6 alakban irhatjuk:

7 ];l ! !
as(p) = —A\?A E~TE3dE ~ p7 3 (4.9)

kl

min
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amibol kovetkezik, hogy p a kritikus pontban nem kielégité

moédon viselkedik:
p~ (A=A, ahol f=1/(y—3) (4.10)
Tehat ez a nemkonvencionalis atlagtér-tartomany.

Ebben a tartoményban mar a Q(p, ') sorfejtésének elsé tag-
ja is divergenssé valik, kis p esetén. Ezt a viselkedést a
4.9. egyenlethez hasonléan tudjuk targyalni, és kapjuk, hogy
Q(p, ) ~ X' 72p37 amibél kivetkezik, hogy a rendszer min-
den A # 0 esetben az aktiv fazisban van. A — 0 esetén az

aktiv pontok siirtisége a kovetkezd képpen tiinik el:
P~ A\O'=2)/B=) (4.11)

Ebben az esetben a hatart jelenté 4 = 3 -ban a rendszer még
az aktiv fazisban tartézkodik, de a p stirtiségre az [In(p\)| ~

1/ osszefiiggés teljesiil kis A esetén.

35

Igy bebizonyitottuk, hogy a [1] cikkben, az egyensulyi fazisdtmenetekre targyalt le-

skalazas, és az ott hasznélt v’ effektiv fokszam exponens nem egyensulyi fazisatala-

kuldsokra is alkalmazhaté skalamentes-halézatokon.

4.2. A végesméret skalazas

Az elméleti megfontolasok, mint azt mar targyaltuk, végtelen méretii rendszerek

esetén teljesiilnek. Azonban ettdl eltéréen a Monte-Carlo-szimulacidék soran a rend-

szer mérete sziikségszertien véges. A rendszer véges méretébdl addédéd szingularitasok
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vizsgélatara a végesméret skdlazas modszerét alkalmazzak. Fuklideszi racsokon vizs-
galt folyamatok esetén a rendszer viselkedése fiigg a rendszer L linearis méretétol,
valamint a folyamatok eltéréen targyalhatdéak a rendszerre jellemzo6 d,. kritikus di-
menzi6 alatt és felett. Ha a d < d, fels6 kritikus dimenzié alatti tartomanyban
vagyunk, az eltérések az L/& hanyadtdl fiiggnek, ahol £ a térbeli korrelacis hossz.
d > d. esetén a hagyomanyos atlagtér-elmélet teljesiil, az itt megjeleno végesméret-
effektusok un. veszélyes irrelevans operatorokkal vannak kapcsolatban. Egyensulyi
esetben az elméleti eredmények ([28], [29]) egyelére nem teljesen egyeznek a numeri-
kus szdmolasokkal [30]. Nem egyensulyi folyamatok esetén a végesméret jelenségeket
a d. kritikus dimenzi6 felett nemrég targyalték, [31] és mi is az ebben a cikkben k&zolt
megfontoldsokat kovetjiik és altalanositjuk.
Az irdnyitott perkolacid esetén a rendparaméter skaldzasara a kovetkezd osszefiig-
gés adddott [31]):
p =LY hLAY (4.12)

A=Ae
Ac

ahol a redukalt kontroll paraméter § = , valamint h a rendez6 tér erésségét jeloli.

A [ rendparaméter exponens és A azonosak az atlagtér-kozelitésbol szamolt érté-
kekkel, vagyis 0 = 1 és A = 2. Ugyanakkor v/ a rendszert térbeli dimenzijatol fiigg
V' = 2/d. A kritikus dimenzi6 alatt, ami a mi esetiinkben d. = 4, a 4.12. skalazasi
alak a v/ — v helyettesitéssel érvényes. A 6 = 0 kritikus pontban a p(0, x) rendpa-
raméter skdlazasat mar a 4.1. pontban targyaltuk és a késébbiekben numerikusan is
igazolni fogjuk.

Komplex hédlézatok esetén a végesméret-effektusok a rendszer N térfogatatol fiigg-
nek, ami az euklideszi rdcsok méretével N = L% kapcsolatban 4ll. Ezt az analdgist
folytatva komplex haldzatokra is felirhatjuk a rendparaméter végesméret skalazasi
fiiggvényét. Abban az esetben ha a fertézés egy ki, ~< k > &atlagos fokszambol
indul ki, akkor

Ptyp = N_ﬁ/2ﬁtyp(5Nl/2v hNA/z) (4.13)
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skélafiiggvény adédik. Ha a jarvany a kg, ~ NY0~1 legnagyobb fokid pontbdl indul
ki, a skala fiiggvény a 4.5. definicié alapjan moédosul:

Prmaz = ]\f—6/2+(1—u)/('y—1)5”%6((5]\[1/27 hNA/Q) (4.14)

Miutéan a 4.12 egyenletben szereploé p nem fiigg a § rendparaméter exponenstol, igy
Pryp €8 Pmas skaldzdsi fliggvények a nemkonvenciondlis dtlagtér-tartomanyban is érvé-

nyesek lesznek.
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4.3. A Monte-Carlo-szimulaciok alkalmazasa

A szimuldcidk fejlesztése soran Debian LINUX (Potato), Kernel 2.2.19pre operacios
rendszer alatt dolgoztam. A programok GNU c++ nyelven, g++ 2.95.4 forditéval
késziiltek.

4.3.1. Barabasi-Albert hal6zat szimulacigja

A skdlamentes hédlézatok szimulacidja a 2.2.2. részben leirt Barabasi-Albert mo-
dell definicigja alapjan késziilt. A halézatot megvaldsité adatszerkezetet list, map
és multimap konténerosztdlyok segitségével irjuk le, amiket struktirakba rendezve
kapjuk a megfelel6 szerkezetet. A halézat mg pontszamu, teljesen Osszekotott graf-
bél indul ki, és a rendszerbe keriil6 1j pontok a kovetkezdképp vélasztjak ki az m
csatlakozo pontot.

Tekintsiink egy egységnyi hosszui egyenest, amit minden idépillanatban annyi sza-
kaszra osztunk, ahany pont aktudlisan a halézatban van. Minden ponthoz rendeliink
egy szakaszt ugy, hogy a szakasz hossza a 2.5. képlet alapjan aranyos legyen a ponthoz
val6 csatlakozas valoszintiséggel. Ezek utan, ha 1j pont keriil a rendszerbe, a csatlako-
zas végpontjat egy 0 < r < 1 véletlenszammal tudjuk kivalasztani. A csatlakozé pont
az lesz, amelynek a balrdél nyitott, jobbrodl zart intervallumara esik a véletlenszam.

A program bemeneteként mg, m és N halozati peremétereket kell megadni, a
kimenet a halézatot leiré adatsor, a P(k) fokeloszlas valamint az egyes pontok tulaj-

donsagait leir6 fajl (1. melléklet).

Adatstruktiara

A hélézat szimuldcidja soran, az ezt leir6 grafot G g = [P, E] halmazzal definidljuk.

A gréaf egy pontjat a kovetkezd struktira irja le:
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struct Hélézati pont

long  Azonosité
long  Fokszam

double Kapcsolodasi valdszintiség

double A ponthoz rendelt szakasz végpontja

Ezek utdn a P ponthalmazt egy map konténer segitségével irhatjuk le:
P = map <Azonosité, Halézati pont>
valamint az E élhalmazt multimap taroloval valdsitjuk meg:

E = multimap <Kiindulépont azonositéja, Végpont azonositédja>
A fenti két taroldt egy strukturdba rendezve kapjuk meg a G g4 halmazt. A szimulacié
végén a hélézat letdroldsara szomszédséagi listat alkalmazunk [15].
Programtargyalas

A kezdeti halozat létrehozasa utdn az Uj pontok besziurasiat megvaldsité algoritmus

alkotja program lényegi részét:

1: for i=1 to N do

2: for j=1 to m do

3: Nemcsatlakozott=true

4: while (Nemcsatlakozott)

5: rand=randomgenerator ()

6: for Pos=Ponthal.beg() to Ponthal.end() do
7: if (rand <= *Pos.Végpont)

8: csatlakozas()

9: Nemcsatlakozott = false
10: break ()

11: do
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Az 1. sorban szerepl6 for ciklus N-szer hajtja végre a pontbesziras miiveletét. A
2. sorban az aktudlisan beszirandé pont m élein szaladunk végig egyesével. A 3. sor-
ban hasznélt Nemcsatlakozott logikai valtozd a folyamat allapotat jeloli. Ezek utan
a 4. sorban szerepl6 while ciklus addig iteralédik, amig az aktudlis él nem csatlakozik
egy ponthoz a halézatban. Ehhez sziikséges egy véletlen szam, amit az 5. sorban 1év6
randomgenerator () fiiggvény ad. Ezek utan a 6-7. sorban végigmegyiink a pontlis-
tan, és vizsgaljuk sorban minden egyes pontndl a hozza rendelt szakasz végpontjat.
Ha ez a véletlen szamnél nagyobb vagy egyenlo lesz, akkor megtalaltuk a keresett
csatlakozo pontot. Végiil a 8-10. sorokban 0Osszekotjilk az aktualis pontot a kijelolt
ponttal és kilépiink a legbelsé for és while ciklusbdl.

Az algoritmus futésideje legrosszabb esetben T'(N) = ©(N?) mivel N > my, igy a
futdsid6t lefré fiiggvény f(a) = N?mgom ~ N? alakban kozelithetd. Legjobb és egyben
atlagos esetben a futdsidé kozel T'(IV) ~ Q(IV) linedris, mivel a pontok szinte mindig a
legnagyobb fokszamu pontokhoz csatlakoznak, amelyek a tarolt adatstruktira elején
talalhatéak, igy a 6. sorban 1évo ciklus csak egy kis konstans taggal befolydsolja a

program futasidejét.

4.3.2. Kontakt folyamat modellezése élsulyozott Barabasi-Albert

halézaton

A kontakt folyamatokat modellezé program bemenetként egy, a fenti médon szimu-
lalt Barabasi-Albert halozat szomszédsagi-éllistas abrazolasat kéri. Ezen kiviil meg
kell adni mg, m, N halozati paramétereket, a virus t iteracios szamat, a u gyogyulasi
ratat, a A betegedési ratat, a p sulyozasi exponenst valamint hany pontbdl alljon a
mérés sorozat ami az atlagos rendparamétert méri a betegedési rata fiiggvényében,
rogzitett gyodgyulasi rata esetén. Ezen kiviil meg kell adni, hogy két mérési pont
kozott mekkora kiilonbség legyen, a kezdépont tipusat (legnagyobb fokszamu, vagy
egy véletlenszertien kivélasztott atlagos fokszamu pont), hany realizaciét szeretnénk

késziteni, valamint az atlagos kontroll paramétert hany idélépésre atlagolja.
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A kimenet tébb adatfajlbdl all, amelyek informéciét adnak a folyamatok soran le-
zajlott jelenségekrol, azonban minden eredmény nagyszamu realizaciéra van atlagolva.
A kimeneti fajlok a m()\), < R?(t) >, P(k), N,(t) tulajdonsigokat tartalmazzak, va-
lamint a kihalas, a pontkeltés id6beli alakuldsat, és a hélézatot leiré adatsorokat (1.

melléklet).

Adatstruktara

A rendszert leiré adatstruktura itt is konténerek és struktira osztalyok segitségével
épiil fel. A héalézat ebben a programban is szomszédsagi éllistaval van tarolva, azon-

ban a pontok tulajdonsagai megvaltoztak:

struct Hélézati pont

long  Azonositd
int Szin
long  Sziilé azonositdja

long  Kezddéponttol valé tavolség

list  Ellista

A fentiekkel szemben az éleket is struktiraval irjuk le:

struct El

long Végpont
float Elsﬁly

A halézaton beliil, az egy ponthoz tartozé éleket egy listaba flizziik, és csatoljuk az

adott ponthoz, a pontot definidlé struktira utolsé tagjaban:
E =1list <El1>

Végiil a pontokat egy map-be rendezve kapjuk a végsé ujrageneralt adatszerkezetet:
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Gpa = map <Pontazonosité, Pont>

Programtargyalas

A program a halozatot leiré graf beolvasasaval valamint inicializalassal kezdddik,
amely soran minden egyes élhez a 3.1. képlet alapjan kiszamitjuk az élsulyokat, va-
lamint a kiindulé ponttdl szémitott legrovidebb utakat [15]. A program lényegét a
fertozésterjedés leird eljaras adja. A virus az elsé 1épésben vagy a legnagyobb, vagy

egy véletlenszeriien kivalasztott atlagos fokszamu pontbdl indul.

1: for (tSzamldlsé=1 to t) do

2: for (Pos=Beteglista.beg() to Beteglista.end()) do
3: Betegpont=*Pos

4: BAh&lézat .keres (Betegpont)

5: FertozottPontlista=fertézés(Betegpont.éllista)
6: Ujbeteglista.hozzafiiz (FertézottPontlista)

7: Ujbeteglista.rendez()

8: Pos=Beteglista.beg()

9: while (Pos!=Beteglista.end())

10: Betegpont=*Pos

11: BAh&lézat .keres (Betegpont)

12: gyogyuléas (Betegpont)

13: if (meggydgyult)

14: Beteglista.torol(Betegpont)

15: else

16: Pos++

17: do

18: Beteglista.dsszefésiil (Beteglista,Ujbeteglista)
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A virusterjedés soran a beteg pontokat egy listaban taroljuk, amit folyamato-
san frissitiink minden iteracioban. Az 1. sor t id6élépésen keresztiil lépteti a virust
a rendszerben. A kontakt folyamat két, egy idOlépésen beliil fiiggetlen, egymédssal
parhuzamos folyamatra bonthato.

Az fertézés folyamata a 2-8. sorokban szerepel. Itt az el6z6 iteraciébdl szarmazd
beteglistat végigjarva (2.sor), minden egyes betegpont éllistdjat kikeresve (3-4. sor),
az abban szerepld szomszédokra meghivjuk a fertézés() eljarast (5. sor). Ezek utan
az adott pont 1j fertozott szomszédainak listajat hozzafiizziik az adott idolépésben
megfertéz6dott 1j beteg pontok listajahoz, és ezt rendezziik (6-7. sor)

A gyogyulas megvaldsitasdhoz az el6z6 iterdaciobdl szarmazd beteglistat jarjuk djra
végig, és minden abban szerepl6 pontra meghivjuk a gyégyulas() eljardst (9-12.sor).
Ha az aktudlis pont meggyégyult, toroljiik az listabdl, ha nem tovabblépiink (13-16.
sor). Az algoritmus legvégén az aktudlis iteraciéban megfertézodott pontok listdjat
és azokét, amik fertézottek maradtak, osszefésiiljiik, majd tovabblépiink a kévetkezo
iteraciora.

Az algoritmus futdsidejét f(N) = t(N + N) fiiggvénnyel lehet leirni, azonban
valés esetben t ~ 2N igy felsé korldtot T(N) ~ O(N?) mddon lehet kozeliteni.
Ez egy nagyon durva becslés, mivel a rendszer sajatossigai (élsilyozds, inhomogén
fokeloszlés, ...) nagyban befolyasoljak a futasidot, ezenkiviil a fertézési, gydgyulasi

folyamatok, a keresési, rendezési és Osszefésiilo eljarasok is novelik azt.



5. fejezet

Eredmények bemutatasa,

értelmezése

5.1. Kontakt folyamat vizsgalata élstulyozott Barabasi-

Albert halézaton

Numerikus vizsgalataim soran v = 3 fokszdm exponensii élsilyozott Barabéasi-
Albert halézatokon vizsgaltam Konkakt folyamatokat. Minden méréssorozat esetén
N = 64, 128, 256, 512, 1024 méretii halézatokon mértem. my = m = 1 voltak a
hal6zatok pereméterei, igy < k >= 2 -nek adédott. A 3.1 egyenletben szerepl6 u si-
lyozési exponenst minden szimulacié soran p = 0.5 -nek valasztottam, igy az effektiv
fokszdam exponens 7' = 5 -nek adédott, tehdt a hagyoményos atlagtér-tartomanyban
vagyunk.

A numerikus szamolasok soran a fertozést mindig egy pontbdl inditottam, vagy a

maximalis fokszamu pontot, vagy egy atlagos fokszamu pontot jelolve origonak.

44
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5.1.1. Barabasi-Albert halézat szimulacidja

A szimuldci6 [2] cikkben kozolt modell alapjén késziilt, és helyességének bizonyi-
tasara az els6 célom a fent emlitett cikkben kozolt eredmények reprodukalédsa volt.
A szimulaciock mg = m = 1, 3,5, 7 kezdeti paraméterekkel indultak, és mind a négy
esetben a pontszam N = 300000 volt. Az eredményiil kapott fokeloszlasokat log-log
skaldn abrazolva jol latszik, hogy az eloszlasok egy v = —3 meredekségli egyenes-
re illeszkednek, igy pontosan a vart irodalmi értéket kaptam vissza, ezzel igazolva

eljardsom helyességét.

0 N + T T T T T T I+
2L ; ]
O
4 i
—~ -6 i 7
3
. |
10 t+ ]
12 ]
14 ' ' ' S . .

5.1. dbra. Barabasi-Albert hal6zat fokeloszlasa. Az ébréanrendre mg=m =1,3,5,7
kezdeti paraméterekkel inditott halézatok fokeloszldsa lathato, ahol minden esetben N =
300.000 volt. A szaggatott vonal egy v = —3 meredekségli egyenest abrazol.
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5.1.2. Kontakt folyamat szimulacigja

A kontakt folyamatok szimulaldsa soran azokat a tulajdonsagokat vizsgaltam, me-
lyek a virusterjedés stacionarius allapotdban szintén idofiiggetlenné valnak. Alapve-
téen két értéket mértem, a p; betoltési szam atlagos értékét (4.1. egyenlet), valamint
am; = N,/N atlagos rendparamétert A fiiggvényében. Ez a két érték a kritikus pont

kornyékén feltételezésiink szerint ardnyos lesz.

Miyp

5.2. dbra. Atlagos rendparaméter a fertdzési valésziniiség fliggvényében tipikus
fokszambdl kiindulé fert6zés esetén. A kiils6 abran A = 1..5 tartomany lathato. A pon-
tok R = 1000 — 16000 realizici6 atlagabol szarmaznak. A bels6 dbra A = 2..2.8 tartomanyt
abrazolja. Itt az atlagolas R = 10000 — 160000 realizaciéra tortént.

Els6 kozelitésben az m rendparaméter \ betegedési ratatol valéd fliggését vizsgal-
tam meg mind tipikus (5.2.4bra), mind maximalis (5.3.4bra) foku kezd6pont esetén.
Jol lathatéan, a termodinamikai hatdaresetben fazisatalakulas torténik. A fazisatala-
kulasi pont kornyezete a belsé abrakon lathato, amelyeken azonban jol kivehetdk a

véges méretbol szarmazé eltérések.
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mmax

5.3. 4bra. Atlagos rendparaméter a fertdzési valdsziniiség fiiggvényében maxi-
malis fokszambdl kiindulé fert6zés esetén. A kiilsé dbran A = 1..5 tartomany lathaté.
A pontok R = 1000 — 16000 realizacié atlagabol szarmaznak. A belsé abra A = 2..2.5
tartomanyt abrazolja. Itt az atlagolas R = 10000 — 160000 realizaciéra tortént.

5.1.3. Kritikus exponensek meghatarozasa
A )\, kritikus pont és az ©r végesméret exponens meghatarozasa

A hagyomanyos skéalazasi torvényeket kovetve feltehetjiik, hogy a nem egyensulyi-
fazisdtmenet soran a kritikus pont kozelében (6 < 1) az m rendparaméter a kovetke-
zO0képp viselkedik:

m(d, N) = N"*m(6"N) (5.1)

ahol x a végesméret exponens A § = 0 kritikus pontban szemlélve a rendszert, az

5.1. egyenlet m(d = 0, N) = N *const alakba megy at. Ebben az esetben, ha N és
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5.4. dbra. r(N) = m(N)/m(N/2) rendparaméterek hanyadosa tipikus fokszamu
pontbdl kiindulva. Az kiils6 abran A = 1..5 a bels6 abran A = 2..2.5 tartomény lathato.

N/2 méretii halézatokat vesziink, felirhatjuk a kovetkezé hényadost:

Com=0N) (N
"N = SNy T N (5:2)

ami alkalmas az x paraméter meghatarozasara.

Ha a fenti targyalds alapjdn abrazoljuk a kiilonbozé N és N/2 méretii halézatok
rendparamétereinek hanyadosait, azok metszik egymast. A metszéspont abszcisszaja
a kritikus A, valdszintiséget adja, az oordinatdjarol pedig a 2% értéket olvashatjuk le
(5.4-5.5 abra.).

fgy az abrakrdl leolvashato, hogy a kritikus pont kis hibaval a két esetben meg-
egyezik, A\, = 2.30(1), azonban a végesméret exponensek eltéréek. Tipikus esetben
Tyyp = 0.54(5), ami Osszhangban van a 4.13. egyenletbdl vért zy,, = §/2 = 1/2 érték-
kel. Maximadlis esetben a 4.14. egyenlet alapjan @0, = /2 — (1 —pn)/(y—1)=1/4
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rmax(N)

5.5. dbra. r(N) = m(N)/m(N/2) rendparaméterek hanyadosa maximalis fokszamu
pontbdl kiindulva. Az kiils6 dbran A = 1..5 a bels6 dbran A = 2..2.5 tartoméany lathatd.

értéket varunk, amit a numerikus eredmények altal kapott Z,.. = 0.27(3) érték is

igazol.

Az w korrelaciods térfogat exponens meghatarozasa

A kovetkezokben a kritikus pont kornyékén torténo korrelaciot vizsgaljuk, és célunk
megadni a V korrelacios térfogat és 6 kozotti osszefiiggést. V a fazisatmeneti pont kor-
nyezetében V ~ |4|7“ hatvanyfiiggvény szerint viselkedik, ahol w a korrelaciés térfogat
exponens. A térelméleti targyaldsainkbdl (4.13.- 4.14. egyenlet) kovetkezéen w = 2
értéket varjuk a numerikus eredményekbdl, tipikus és maximalis fokszamu kiindulasi
pont esetén is. V ~ N hatdresetben az m = mN® szerint skaldzott rendparamé-
ter varhatéan fiigg NV/“6-t6l. Ezt a fiiggést dbrazolva az egyes méretekhez tartozd
adatsoroknak Ossze kell skaldazodniuk. A 5.6. abran a fenti Gsszefiiggést abrazltuk

a korabban meghatarozott x és A. értékeket beirva. A Osszeskalazodds a vartaknak
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5.6. abra. Rendparaméter 6sszeskalazédasa a kritikus fazisatalakulasi pont k-
zelében. Az egyes adatsorok a kiilonbozé méretli haldzatokhoz tartoznak, a kiils6 abran
tipikus, a bels¢ abran maximalis foku kiinduldsi pont esetén. Az Gsszeskalazashoz a korab-

ban mar meghatdrozott A, és x értékeket rogzitettiik, és w-t varidlva hataroztuk meg az
egybeesést.

megfeleléen wy,, = 2.05(10) és Wy, = 2.00(5) korreldcids térfogat exponensek esetén
kovetkezett be, ezzel is igazolva elméletiink helyességét.

Az atlagtér eredménytdl (v,,; = 0.5) valé eltérést a hiperskaldzdsi Osszefiiggés
segitségével tudjuk magyarazni. Tudjuk, hogy a fazisatmenethez tartozik egy fels6
kritikus d. dimenzi6, ami alatt (d < d.) a v exponens a 2 — o = dw* szabdly szerint
viselkedik, a kritikus dimenzié felett (d > d.) pedig az atlagtér-elmélettel kozelitheto.
Ez a hipotézis egyensiilyi fazisatmenetekre egzaktul bizonyitott, de feltevésiink szerint
a mi rendszeriink is hasonloképpen igaz. Az atlagtér-kozelités értékeket véve, ott
s = 0 és vy, r = 0.5 exponensek adédnak. Behelyettesitve a,,¢-et a hiperskalazasi
Osszefiiggésbe kapjuk, hogy dw* = 2.

A mi rendszeriink esetén d = 4 igy visszakaptuk a w* = v,y = 0.5 exponenst, igy
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az eredményeink egyeznek az atlagtér-kozelités alapjan vart értékkel.

Az a dinamikai exponens meghatarozasa

2
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5.7. dbra. Az aktiv pontok szaméanak idéfiiggése egy pontbdl kiindulé fertdzés
esetén. A kiilsé dbrdn tipikus pontbdl kiinduld, a belsd dbrdn maximaélis pontbdl kiinduld
fert6zés esetén van log-log skélan abrazolva a N, (t) fiiggvény. A tipikus esetben j6l latszik a

dinamikai exponens végesméret effektusok dltal okozott rendszerméret fiiggése. Az illesztett

egyenesek az% = 0.8 valamint a7y} = 0.5 effektiv dinamikai exponensek értékét adjak meg.

Az abrazolt adatsorok R = 40000 realizacié atlagabdl szarmaznak.

A dinamikai exponens szemléletesen azt adja meg, hogy milyen gyorsan jut az
origobol kiinduld fertozés a stacionarius allapotba egy adott méreti halézaton a kriti-
kus fazisatmeneti pontban. Ennek mérésére a virusterjedés soran az N, aktiv pontok
szamat figyeltem az id6 fiiggvényében, mikor a fert6zés egy pontbol indult, maximalis
vagy atlagos foki esetben. Az igy kapott adatsorok relaxdcios szakaszara egyenest
illeszthetiink, igy egy N, ~ t* hatvanyfiiggvénnyel jellemzhetjiik, ahol a a dinamikai

exponens effektiv értékét jeloli. A vizsgalt kritikus exponens erdsen fiigg a modellezett
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rendszer méretétol, ha egy atlagos fokszamu pontbdl indulunk, azonban hataresetben
ayy, = 0.98(5) érték adddik, ami jol illeszkedik az dtlagtér-elméletbdl vart ap,r = 1
értékkel. Legnagyobb foki esetre extrapolaciéval a,., = 0.57(2) dinamikai exponens
latszik.

A korrelécids térfogat exponensre felirhatjuk, hogy V ~ N ~ n,/m; ~ N/ (1_36),
miutdan m; ~ N~% és m; = N,/N. Ezek utdn bevezetve ( = (1 — z)/a paramétert
a fenti reldcié alapjan felirhatjuk ¢ ~ V¢ skdldzdst. Ezt tipikus esetre kiszdmolva
¢ = 0.47(5) addédik, ami jol illeszkedik az elméletbdl szarmazé ¢ = 0.5 értékkel,
azonban maximalis fokd kiindulasi pont esetén ¢ = 1.28(5) méds értéket mutat. Ezek
utan a N ~ §~“ reldciobdl kiindulva becslést adhatunk a 7 relaxécios id6 viselkedésére.
Ez a kritikus pont kérnyékén szintén egy 7 ~ 5! hatvanyfiiggvénnyel jellemzheto,
mint azt mar a 2.3.1. részben mar targyaltuk. A id6beli korrelacids exponens jelen
esetben vl = (w alakban frhaté, amelybe a fenti eredményeket visszairva kapjuk,
hogy Vl‘yp = 0.96(5) és Uhaw = 2.5(1). Ezeket az értékeket Osszehasonlitva az I/L'lf =1

atlagtér-elméletbol vart exponenssel, jo kozelitéssel ismét az atlagos foki pontbdl

kiindul6 fert6zés mérésébol szarmazo érték egyezik meg azzal.
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Osszefoglalds

Diplomamunkdmban nem egyensiilyi fazisatalakuldsokat vizsgaltunk élsilyozott ska-
lamentes hélézatokon. Annak érdekében, hogy redlis hdlézatokhoz hasonléan, melyek
fok exponense v < 3, ilyen folyamatokat tudjunk szimuldlni, az élekhez egy fokszam-
fligegd ujraskalazassal silyokat rendeltiink. Az ilyen jelenségek targyaldsara altala-
nosan hasznalt atlagtér-kozelitést alkalmaztunk a nem egyensilyi folyamat elméleti
lefrasara. Ennek segitségével harom v fiiggd tartomanyt sikeriil azonositani, attol

fliggden, hogy milyen korrekcidékkal teljesiilnek az atlagtér-elméletbdl vart értékek.

Monte-Carlo-szimulacidk segitségével a hagyomanyos &tlagtér-tartomanyban si-
keriilt jo kozelitéssel visszakapnunk a az elméleti kozelitésbol szarmazd kritikus ex-
ponensek értékeit. A skalamentes halozatok realizaciéjara Barabas-Albert halézati
modellt hasznaltunk, v = 3 fok exponenssel. A rendszerben torténé nem egyensilyi
fazisatalakulasokat, a iranyitott perkolacié univerzalitasi osztalyba tartozé kontakt

folyamat szimuldcidjaval vizsgaltuk.

A numerikus eredményeket vizsgalva térelméleti megfontolasokkal magyaraztuk a
véges méretbdl szarmazo szingularitasokat a krtitkus dimenzio felett, a hagyomanyos

atlagtér-tartomanyban. Ezen kiviil bevezettiik a rendszer térfogatat a folyamatokat
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jellemzo skélazasi torvényekbe.

Vizsgédlodasaink soran a fertozésterjedési eljarast két kiillonbozo kezdofeltétellel in-
ditottuk. Egy atlagos fokszamu pontbdl kiinduld folyamat jo kozelitéssel targyalhato
az atlagtér-kozelitéssel. Az egyes tulajdonsagokat jellemzo exponensek jol illeszkednek
az elméletbdl vart értékekre. Fzzel szemben egy jol 6sszekotott pontot véve origonak,

1j lokalis skédlazasi exponensek jelennek meg.

Az itt elvégzett vizsgalatok tovabbfejlesztéseként tanulmanyozhatndnk olyan fa-
zisdtalakuldsokat, amelyek iranyitott élsilyozott skdlamentes halézatokon mennének
végbe, vagyis a folyamat nem csak az immunizaciétol fliggne, hanem az élek ori-
entaltsagatol is. Ezzel talan sikeriilne még jobban leirni a valds életben lejatszodd
jelenséget.

Osszességében elmondhatjuk, hogy az altalunk felvetett problémakat sikeriilt meg-
magyarazni, és a késObbiekben eredményeinket potencialisan felhasznalhatjak valos,
szamitégépeken, vagy human hélézatokon terjedo virusok vizsgalatara, és megfékezé-

sére.

A diplomamunkaban kozolt eredményekrol publikacié késziilt Nonequilibrum pha-

se transitions and finite size scaling in weighted scale-free networks cimmel [32].
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