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1. VEKTOR-SKALAR FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

Legyen a tovabbiakban M C R™ nyilt halmaz és f : M — R valés fiiggvény, x = (21, ..,2,) € M
Ha specidlisan R2-ré] van sz6, akkor x = (, %), ha R? esetén pedig x = (z,y, 2) jeloléseket is fogjuk hasznélni.

1.1. Parcidlis derivaltak

Definicié 1 Az f(x) fiiggvény x; szerinti parcidlis derivdltja, az a =(aq,..,a,) helyen
af(x) ~ lim flar,yai+hyan) — f(ar, .., a4y ..., an)

a.’L‘i x—a h—0 h

i=1,..,n (1.1)

mdr amennyiben a hatdrérték létezik.
A parcialis derivalt szdmolasakor tehat az Osszes x; , j # ¢ valtozét rogzitettnek tekintjiik, majd a
hi(z:) = f (a1, s Tiy ooy an) (1.2)
egyvaltozds fliggvény kozonséges derivaltjat hatarozzuk meg, azaz
of (x d d
giz) xea - dx; hi(z:) - dx;

T;=a;

flaty @iy oy an) (1.3)

Ti=a;

Az eredmény szempontjabdl altaldban mindegy, hogy az z; = a; , j # i rogzitett értékeket a differencidlds el6tt
helyettesitjiik-e be, vagy forméalisan megtartjuk éket és a differencidlas utan helyettesitiink.

Példa 2 Tekintsiik az f(x,y) = 2> +y - cos x fiigguényt az a = (m,0) pontban.

Ekkor
he(x) = f(2,0) = 2* és hyly) = f(m,y) =~y (1.4)
ahonnan
of d . Of d
o, = %hm(x) o = 2z|,__ =2m valamint . = d—yhy(y) - =—1 (1.5)

Ugyanerre jutunk, ha az z-szerinti parcidlis derivalt szamolasakor y-t konstansnak tekintjik, és csak kés6bb
helyettesitjlik be az aktudlis értékét

of

90| = 20 —y-sin [, ) (ro) =27 —0-sin 7=27 (1.6)

a

és az y-szerinti parcialis derivalt szamolasakor az x véaltozdt tekintjiik rogzitettnek

of
Jy

= €08 @1 (o) =COS T=—1 (1.7)
a
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Példa 3 f(z,y) =2 +3zy+y—1, a=4,-5), fr=20+3y, f.(a)=-7, fy=3z—-1, f,(a) =13
Legyen D C M azon pontok halmaza, ahol 1étezik a fiiggvény parcidlis derivéltja. Ezen a halmazon az

9f(x)
a= 8.131'

leképezések n darab n-véltozos figgvényt definial. Ezeket a fliggvényeket sokféleképpen szokas jelolni, példaként
néhany frasmod:

(1.8)

X=a

0f(x)
ﬁxi

= 0, f(x) = 0 f(x) = fi(x) (1.9)
gyakran az argumentum kifrasa nélkiil.

Gyakorlé feladat 4 Szdmoljuk ki a parcidlis derivdltakat, ha f(x,y) = (x?’ + y) -cos 2.

M.o.: f, = 32% - cos y*, f,=a3 cos y*> —2y (x3 —|—y) - sin 3>

Gyakorlé feladat 5 f(z,y) = e?” =2y s fo=2@—-y)f, fy=-2uyf

Gyakorlé feladat 6 f(z,y) =y-sin(zy) , f. =y*>-cos(xy) , f, = sin(zy)+ zy - cos(zy)

Gyakorlé feladat 7 f(x,y) = ways(z) R %

Ha a parcidlis derivdltak egy nyilt halmazon léteznek, akkor ezeket a 9; f(x) figgvényeket Gjbdl differencidlhatjuk
parcidlisan az egyes vatltozoik szerint, azaz beszélhetiink a

0 [0f(x) 0?
9 - —fi; 1.10
8le ( al'l 8$jal'lf(X) f] ( )
masodrendii parcidlis derivaltakrél. Az azonos valtozéban elvégzett differencidldsndl szokas az
0? 0?
_— = 1.11
Tt ) =gz %) (1.11)

irasmod. Ha az egymads utani differencidldsokat kiilonboz6 valtozdkban végezziik el, akkor vegyes parcialis
derivaltakrdl beszéliink.

Példa 8 Az f(z,y) = 2® + 2%y3 — 2y? fiigguény mdsodik derivdltjai
fo =322+ 22> és fy= 3z2y? — 4y (1.12)
miatt
(fo)o = fox =62 +20° , (fy), = fyy = 62"y —4 | (fa), = fay = 620° , (fy), = fya = 621 (1.13)
Megfigyelhetjiik, hogy most a vegyes parcidlis derivaltakra f,, = fyz. Ez nem véletlen, ugyanis
Tétel 9 Ha f; , f; , fi; €és f;; mindegyike létezik az a pont egy kornyezetében és ott mindegyik folytonos, akkor
fij (@) = fji (a) (1.14)
A maésodik parcidlis derivdltak eme szimmetridajat kihasznalhatjuk a szamoldskor.
Példa 10 Legyen f(x,y) = vy + yfij_l

A figgvény sima fliggvények Osszetevésébol keletkezett, a nevez$ nem okozhat problémét, igy joggal feltehetjiik,
hogy a derivéltjai a tételben megkovetelet feltételeknek eleget tesznek. Ekkor

fo=y és foy=1= fyz (1.15)
mig el6bb meghatdrozva f,-t, majd az eredmény differencidlva x szerint a dolog lényegesen bonyolultabb lenne.
Példa 11 f(z,y) = x-cos(y) +y-€" , fo =cos(y) +y-€*, fy,=—x-sin(y)+e*, foa =y €, fpy =
—x-cos(y) , foy = —sin(y)+e”

Hasonlé mddon vezetjiik be a magasabb rendii parcidlis derivéltakat. Ilyenek példaul az
3 3 3 3
o 00 =35 )+ fany = 5t () =5

harmadrendii parcialis derivaltak.

Joze = f(x) , stb. (1.16)



1.2. Differencidlhatéség

Definicié 12 Azt mondjuk, hogy f(x) differencidlhaté az a pontban, ha van a-nak olyan U(a) kornyezete, hogy
fx)=f@) + Y Di(x)(w;—a;) , x€U(a) (1.17)
i=1

ahol a D;(x) , i =1,..,n figgvények folytonosak a-ban.
Tétel 13 Ha f(x) differencidlhatd az a pontban, akkor ott az dsszes elsérendd parcidlis derivdltja létezik.
Nyilvdnval6, hogy a D;(a) érték f(x)-nek éppen az a helyen vett x; szerinti parciélis derivaltja

Dia)= Y (1.18)

Oz [y

Definicié 14 f(x) differencidlhaté a D halmazon, ha annak minden pontjdban differencidlhatd.

Tétel 15 Ha a D halmazon az dsszes f; folytonos, akkor f(x) a halmaz minden pontjdban differencidlhato.

1.3. Linearizacié
D;(x) folytonossdga miatt irhatjuk, hogy
D;(x) = D;(a) +ei(x) és limei(x)=0 (1.19)

azaz a differencidlhatdsag alternativ kritériuma, hogy

0f(x)
8$i

fO) = fla)+ >

(z; — a;) + Zsi(x)(:ﬂi —a;) , limei(x)=0 (1.20)

X—a

Definicié 16 Az f(x) figgvény a pont korili linearizdcidjanak az
L(x) = f(a) + > _fi(a)(zi — a;) (1.21)
i=1

fligguényt nevezziik. Ldthatdan ez a linedris fliggvény anndl jobban kézeliti f(x) értékét mennél kozlebb van x az a
ponthoz.

Tétel 17 Legyen a kétvdltozds f(x,y) figgvényre a = (xo,y0). Ha [ olyan, hogy dsszes els6- és mdsodrendd parcidlis
derivdltjai léteznek a T = {(x,y)| ahol |x —xo| < a és |y—yo| < b} tégldban, és a mdsodik derivdltak itt
korldtosak,azaz

|\ faal [ fyyl s | fayl < M (1.22)

akkor a linearizdcid hibdja:

1L(w,9) ~ FG,)| < 5M (17— ol + Iy — yo)? (1.23)

1.4. Differencial

Bevezetve a

Af=f(x)—fla) , Azy=(v;—a;) , o0;=¢ei(x)(vi—a;) (1.24)



jeloléseket

0;

Af = ZfZ A:clJrZol ahol lim

X—a IT; — 0;
=1

=0 (1.25)

Ha ||x — al| és igy minden Az; elegendéen (infinitezimadlisan) kicsiny, akkor a A megvéltozdsok helyett d jeloléssel
és az o; eltlind korrekcié elhagyasaval kapjuk, hogy

df = Z fi(a)da; (1.26)
Definicié 18 Az igy definialt df az f fiigguény differencidlja.

1.5. Osszetett fliggvény

Ha az x; viltozdk maguk is valamely ¢ véltozé differencidlhaté fiiggvényei, azaz x; = x;(t) akkor

Tétel 19 Ldnc-szabdly:

N Of(x) da(t
_; ox

Példa 20 Implicit differencidlds: Tekintsik az F(x,y) = 0 egyenletet. Ez implicit mddon meghatdrozza példdul az
y = y(x) figgvényt. Az egyenlet mindkét oldaldt differencidlva

= i:fﬂ'i (1.27)
i—1

dF (z,y)
———= =0 1.28
I (1.28)
Az eléz6 tétel alapjin ugyanakkor
dF(z,y) OFdx OF dy dy
— 2 —-F,+F =~ 1.29
de Oz dx + dy dx * Ydx ( )
A két egyenletbdl
dy
—F,/F, 1.30
Y~ —Ff (130)
Tétel 21 Ldnc-szabdly dltaldnosabban: Ha x; = x;(uy, .., um), akkor
m
Ox;(u)
d —2d 1.31
f = Z a% P dup Uk ( )

vagy

auk ZZ &r 8uk (1.32)

k=1li=1

1.6. Irany menti derivalt

Léttuk, hogy egy x(t) gérbe mentén
t n
) _ S fuis (1.33)
i=1

Legyen specialisan
x(t)=a+ut |ul=1 (1.34)

Ez az a ponton atmené u egységvektor irdnyaban egy egyenes egyenlete. A ¢ paraméter nagysaga megadja, hogy
milyen tavol vagyunk az a ponttél az egyenes mentén.



Definicié 22 Az f (x) figgvény u irdny menti derivdltja az a pontban a

J(x(t) ~ f (a) _ (d

t—0 t

/ <x<t>>) (1.35)

A lanc szabdly szerint

df (x(t) _ <~ dui(t)
— = i 1.36
) g 130
és most
= Uyj .
dt
tehdt az irdny menti derivalt szamolasara hasznalhaté formula:
(Duf)a =) _fila)ui (1.38)
i=1
A fiiggvény megvaltozdsa, mikozben az a pontbdl az u irdnyban dt nagysagu infinitezimalis 1épést tesziink
df = (Duf), - dt (1.39)

1.7. Gradiens

Figyelembe véve, hogy R™-ben két vektor belsd szorzatan az
n
(0, v) = wiv; (1.40)
i=1

szamot értettiik, az irdnymenti derivaltat egyszeriibben felirhatjuk, ha bevezetjiik a

grad(f)(a) = Vf(a) = (fi(a), ..., fa(a)) (1.41)
vektort (olvasd: ”gradiens f”, vagy "nabla 7). Ekkor
(Duf)a = (Vf,u) (1.42)
és
df =(Vf,u)-dt (1.43)

Vegylik észre, hogy a novekmény (df) hdrom, egymédstdl fliggetlen dologbdl jon Gssze: a V f gradiens, az u irdny és a
dt egymastol fliggetlenek.
Ha u és v irdanyitott szakasz, akkor a bels6 szorzat masik értelmezése alapjan

(wv)y=u-v-cos ahol w=l|u| , v=|v|| , §=<Luv (1.44)
Ezekkel egy u egységvektor iranyaba vald dt mértékii 1épésnél a fiiggvény megvaltozdsa
df = ||V f|l-cos 6 -dt (1.45)

Ha Vf # 0 és figyelembe véve, hogy —1 < cos 6 < 1 megdallapithatjuk a gradiens szemléletes jelentését: Az f(x)
fliggvény leggyorsabb novekedése a-bol a gradiens irdnyaba vald ellépéskor varhaté, ekkor ugyanis

Vf
df = IVf|l-dt ha w=-=- (1.46)
V£l
mig a fiiggvény a legnagyobb mértékili csokkenése ellenkezd iranyba lépve varhato, amikor
\2i
df =—||Vf|l-dt ha u=—=— (1.47)
IV

Ugyanakkor, ha az u irdny merdleges a gradiensre, akkor

df =0 ha ul Vf (1.48)



1.8. Szamolasi szabalyok

A derivalt szamolasdnak a szabdlyait a parcialis derivaltra alkalmazva megmutathatd, hogy

_9Vf—1Vy

p (1.49)

V(kf)=kVf ;. V(f+g) =VF+Vg . V(fg)=gVf+fVg ;v(ﬁ)

1.9. Erintd, normalis

Az el6z6ekben ldttuk, hogy a V f vektor minden pontban a fliggvény leggyorsabb novekedésének irdnyaba mutat.
Azt is tudjuk, hogy a gradiens irdnydra merdlegesen ellépve a fiiggvény értéke (lokdlisan) nem valtozik. Ezeket a
kijelentéseket a fliggvények szintfeliileteivel hozhatjuk kapcsolatba. Az f(x) fliggvény egy szintfeliilete az az n — 1
dimenzids (hiper)feliilet, amelyre

f(x) =k (konstans) (1.50)

gy példaul f (z,y) = k kétviltozds fliggvények esetén ugynevezett szintvonalak (gorbék, 1-dimenziés feliiletek),
f(z,y,z) = k mellett kétdimenzids feliiletek a hdromdimenzids térben, stb.
Bérmely olyan x (t) gorbét tekintsiink is, melyik a szintfeliiletben halad, mindenképpen

df x(t) _ d, _
a a0 (1.51)
A gradienssel kifejezve
df (x(t) _ N Lo dx(t)
g = WVAEx@)=0 , x(t)=— (1.52)

Szavakban kifejezve: Bérmely, a szintfeliiletben haladé gorbe % (t) sebességvektora merdleges a gradiensre. A
kijelentést megforditva: A fliggvény gradiense az a pontban meréleges minden a szintfeléletben levé és az a ponton
atmené gorbére, azaz V f merd6leges a szintfeliiletre. Egy szintfeliilet normalisa a feliiletre meréleges egységvektor
megadhaté tehdt az

v/
n=—— (1.53)
IV£I
alakban. A normadlis egyenes paraméteres egyenlete
Vf
x(t)=a+n-t=at—— -1 (1.54)
IVl

Azt a sikot, ami tartalmazza az a pontot és a normélis a gradiens irdnydba mutat a fiiggvény a pontbelli érint6
sikjanak nevezziik. Ennek egyenlete

(Vf,(x—a))=0 (1.55)

1.10. Taylor-polinom

Az egyvéltozos fliggvényekhez hasonléan bevezethetd a tobbvaltozds fliggvények Taylor-sorfejtése. Ez a sor az

n

F0)=f(@)+ ) fila)(z —ai) + Y Y @)z —ai)(w; —aj) + ... (1.56)

i=1 i=1j=1

alakban irhaté fel a méasodrendii tagig kiirva. Az els6rendii tag utdn csonkolva a fliggvény méar jél ismert linedris
kozelitését kapjuk. Ha az elsérendli parcidlis derivédltak valamely okbdl (ldsd aldbb) nulldk lennének, akkor a
masodrendli taggal felirt sorfejtést a fiiggvény harmonikus kozelitése:

Vima =0 = fOO=f@)+) Y fij(a) e —ai)(z; —a;) (1.57)

i=1j=1



1.11. Tobbvaltozés fiiggvények szélsGértéke

Definicié 23 Az f (x) figgvénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha van olyan U(a) kérnyezet, amire

f(x)<f(a) ha xeU(a) (1.58)
Teljesen hasonldan f (x) lokdlis minimuma az a hely, ha
f(x)>f(a) ha xeU(a) (1.59)

valamely U(a) kornyezetben.
Tétel 24 Ha f (x) differencidlhatd és lokdlis szélséértéke van a-ban, akkor
Ve =0 (1.60)

Vegyiik komolyan, hogy a szélséérték létezése differencialhatd fliggvényeknél sziikségessé teszi, hogy a fiiggvény
gradiense eltlinik a kérdéses pontban, de a tétel megforditdsa nem igaz. Azaz egyaltalin nem sziikségszerii, hogy
azokban a pontokban, ahol a gradiens nulla a fiiggvénynek szélséértéke legyen.

Definicié 25 Azokat a pontokat, ahol Vf =0 a fiigguény kritikus pontjainak nevezzik.

Definicié 26 Nyeregpontnak nevezziik azokat az a kritikus pontokat, melyek barmelyik kornyezetében van olyan x
és x' hely, amire

fx)<fla) és f(x)>f(a) (1.61)
egyardnt teljestil.

A Taylor-sor kapcsan lattuk, hogy kritikus pontokban a fliggvény masodrendben a

n n
FE) = f@)+> ) fi@)(@ —a)(z; —ay) (1.62)
i=1j=1
formuldval kozelithets. A kérdés tehdt az, hogy ezen kifejezés alapjan hogyn lehet eldonteni, hogy a kritikus pont
lokélis szélsGérték-e, avagy nyeregpont. A valasz némi tovdbbi algebrai-geometriai ismeretet igényel. Azt kellene
megvizsgalnunk, hogy milyen feltételek mellett teljesiil, hogy

0< Y > fij(@) (@i — ai)(x; — aj) (1.63)

i=1j=1

amikor is lokélis minimum van, vagy

0> > fij(a)(w: — ai)(x; — aj) (1.64)

i=1j=1

amikor lokdlis maximumot taldltunk. Ha vannak olyan x-ek a koriil, melyekre a kifejezés pozitiv, de olyanok is,
melyekre negativ, akkor nyeregpontrdl lehet sz6. A megfelel6 eszk6zok hidnyaban az osztalyozast az alabbi tételben
(csak kétvaltozods fiiggvényekre) mondjuk ki.

Legyen f(x,y) egy differencidlhaté fliggvény és a = (z¢, yo) egy kritikus pont, azaz f; (zo,vy0) = fy (z0,%) =0. A
masodrend(i parcialis derivaltakbdl (az fi; = fij (xo,yo) roviditett jelolésekkel) készitsiik el a

2 — foa fo
b= (fw va) (1.65)

matrixot. A matrix determindndnak nevezzik a

d=det (D) = | = fov
yx Jxx

mennyiséget. Szokas ezt a d-t diszkriminansnak is nevezni.

Tétel 27 Az f(x,y) differencidlhato figgvénynek a V f|,_, = 0 kritikus pontban
- lokdlis mazimuma van, ha fy.(a) <0 ésd >0

- lokdlis minimuma van, ha fy(a) >0 ésd >0

- nyeregpontja van, ha d < 0

- nem eldonthetd (ennyi informdcidbdl), ha d = 0




1.12. Feltételes széls6érték

Nagyjabdl tudjuk mar, hogy hogyan keressiik meg egy tobbvatltozos fliiggvény *feltétel nélkiili’ extrémumait. Feltétel
nélkiil abban az értelemben, hogy a fiiggvény értelmezési tartomanyat, igy a lokélis szélsGértékek lehetséges helyét
tovabbi megszoritasok nem korldtozzdk. Gyakori feladat ezzel szemben az, hogy a fiiggetlen valtozdk nem vehetnek
fel tetszOleges értéket, hanem azokra valamilyen feltételt, kényszert irunk elé.

Most csak olyan kényszerekkel foglalkozunk, amikor azok

g(x)=0 k=1,...,m<n (1.67)

egyenletek alakjaba irhatok.
Az egyszerliség kedvéért tekintsiink el6szor egyetlen kényszert

g(x)=0 (1.68)

ami tehat egy (hiper)feliilet egyenlete az n-dimenzids térben. Azt a kérdést kivanjuk megvélaszolni,. hogy mik lehetnek
az f(x) fliggvény extrémalis helyei, ha az argumentumdba csak olyan x értékeket frunk, melyek a hiperfeliileten vannak.

Erre két lehetséges eljards adédik. Az elsé modszer a kényszer explicit figyelembe vételét jelenti. Elve nyilvanvald,
bér a gyakorlatban csak egyszerii kényszerek esetén hasznalhaté. Akkor hasznaljuk, ha a feltételbdl példaul kifejezhetd
valamelyik valtozd, mint a tobbi fliggvénye. Legyen ez az x; véltozo, ekkor tehat

g1, ., 2) =0 = 11 =ux(22,..,2,) (1.69)
Ezt f(x) fuggvénybe beirva
f@y,xn) = f(x1 (T2, s @n) 5oy n) = h (22, .., 25) (1.70)

egy n—1 valtozoés h (za, .., z,,) fliggvényt kapunk. Ennek a fliggvénynek mar kereshetjiik a feltétel nélkiili szélséértékét.
Az eljaras tobb kényszer esetén is alkalmazhatd, azonban nehézkessé valhat és nagy koriiltekintést igényel.

Példa 28 Melyik pontja van a
2r+y—2—-5=0 (1.71)
siknak a legkdzelebb az origohoz?

A feladatot tigy fogalmazzuk at, hogy keressiik az f(x,y, z) = 22+y?+22 (origétol mért tavolsig négyzete) fiiggvény
széls6értékét, mikozben az (z,y, z) pontok eleget tesznek a g(z,y,z) = 2z +y — z — 5 = 0 kényszernek. Lehetséges
explicit megoldas, ha a kényszerbdl kifejezziik, hogy pl.

2r+y—5=z(x,y) (1.72)
és ekkor a sikon levé pontokra
flxy,2) =2+ + 22 =+ + 2o +y — 5)2 = h(x,y) (1.73)
A Kkeresett szélsGérték helyekre
hey =2cx+2-2x+y—5)-2 , hy=2y+2-2x+y—5) (1.74)
mely linedris egyenletrendszert megoldva
5 5
_ 2 2 1.75
T=3 Y=g (1.75)
amit visszahelyettesitve a kényszerfeltételbe
5 5 2045—-30 5
T4y 3 + 5 5 5 =% (1.76)

A keresett (minimédlis) tdvolsdgnél tehat

i= v (O () () - RS )

6 6 36 V6

Ezzel szemben a Lagrange-féle multiplikdtoros mdédszer konnyen automatizalhaté. Ez a kovetkezd eljarast
jelenti:




Tétel 29 Az f(x) differencidlhaté n-vdltozds figgvénynek a gp(x) =0 k =1,...,m < n differencidlhatd feltételek
melletti szélsdértékeit megkaphatjuk, ha az

F(X A1 Am) = F(%) = D Aege(x) (1.78)

n + m wvdltozos fligguény feltétel nélkuli szélséértékeit meghatdrozzuk.

A feltétel nélkiili széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy

OF (X, A1, ., Am) , , OF (%,A1, ..y Am)

—F— =0 =1,., —=0 k=1, 1.79
oz, i n  és o m (1.79)

legyen. Ez n + m darab egyenlet, melybdl a kritikus (x1,..,Tn, A1, .., Am) értékek elvileg meghatdrozhaték. Az

egyenletek konkrétabban

OF (XM, -y Am) Agi(x -
_— = = = = 1.
B, 0 axl z_j Ak ami vf ; AV gr(x) (1.80)
és
OF (X,A\1, ., Am
0P, o) _ g ge(x) =0 (1.81)
Ok
Példa 30 A kordbban explicit mddszerrel megoldott problémdnkban
g(x,y,2)=204+y—2—-5=0 (1.82)
f@y.2) =2 +y* +2° (1.83)
Ekkor
fo=  2z=42\  =Ag (1.84)
fo= 2z=-1A =Ag. (1.86)
0=2rx+y—2-5 (1.87)
Az elsé harom egyenletet az utolséba helyettesitve
1 -1 5
0=2x4+y—2z—-5=(2\) + 5/\ - 7)\ —-5=3\-5 = )\:§ (1.88)
majd ebbdl
5 5 5
v 3 Y 6 6 (1.89)
mint kordbban volt.
Példa 31 Keressik meg az f(x,y) = xy figguény szélséértékeit, ha (x,y) csak a
z2 g2
=4+ 1= L.
9(z,y) = +5 0 (1.90)
ellipszisrdl vehetd!
A Lagrange-egyenletek:
Y= z és x =Ny (1.91)
ahonnan
)\2
y=-—ry (1.92)
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Hay=0,akkorz=0ésa0= % + % — 1 kényszer nem teljesiilhet. Mas esetben viszont

%2:1 = A=242 = z==42 (1.93)
amit a feltételbe visszairva
(izy)Q—ky;—l:yg—l:O = y=+1 (1.94)
Az igy kapott négy kritikus pont
(z,y): (£2,1) (£2,-1) (1.95)
ahol a fliiggvény értéke
f(z,y) = 2y = £2 (1.96)

lehet. A négy pontbdl ketté maximum, ketté minimum, mint azt némi utangondoldssal belathatjuk.

Gyakorlé feladat 32 f(z,y) =3z + 4y, g(z,y) =22 +y> —1=0
M.o.: xz:l:% , yz:l:%

Gyakorlé feladat 33 f(z,y,2) =2 +y? + 2%, q1(v,y,2) =22 +94> - 1=0, go(z,9,2) =2 +y+2—1=0
M.o.: (1,0,0) és (0,1,0) mazimumok; (:I:g;l:g, 1F \/5) minimumok

Gyakorlé feladat 34 f(z,y) =49 — 2% —y? , g(z,y) =2+ 3y —10=0
Mo.: f(z,y) =39

Gyakorlé feladat 35 A g(x,y) = 2%y — 2 = 0 gérbe melyik pontja van legkizelebb az origéhoz?

Gyakorlé feladat 36 Az x2/16+y?/9 = 1 ellipszisbe téglalapot rajzolunk. Melyik ilyen téglalapnak lesz a legnagyobb
a teriilete?

Gyakorlé feladat 37 Milyen adatai (sugdr, magassdg) vannak annak a hengeres tartdlynak, melynek térfogata V =
16m cm?® és a készitéséhez a minimdlisan sziikséges lemezt haszndltdk fel? Szdmitsuk ki explicit- és Lagrange-mddszerrel
is!

M.o.: r=2cm, h=4cm

Gyakorlé feladat 38 Egy siklemezen a hémérséklet vdltozdsdt a T(xz,y) = 42 — 4wy + y* fiiggvény irja le. Egy
hangya R =5 sugari koron futkdrozik a lemezen. Hol érzékeli a legalacsonyabb, hol a legmagasabb hémérsékletet?

Gyakorlé feladat 39 Ha x mennyiségi vegyszert haszndlunk fel az A tipusibdl és y mennyiségit a B-bdl, akkor a
keletkezett terméken a haszon U(x,y) = xy+2x. Az x vegyszer ugyanakkora mennyisége kétszer annyiba keril, mint az
y vegyszeré. Mennyit vdasdroljunk az egyes vegyszerekbdl, ha a mazximdlis hasznot szeretnénk elérni adott befektetéssel?
Mennyi lesz ekkor a haszon?

Gyakorlé feladat 40 A g1 (z,y,2) =y+22—12=0 és a g2(x,y,2) = x +y — 6 = 0 stkok metszésvonaldnak melyik
pontja van legkézelebb az origéhoz?
M.o.: (2,4,4)



