A hatarozott integral

Bevezetd probléma: Egyenes titon egy auté idében viltozé v(t) = ds/dt sebességgel halad. A mindenkori sebesség
ismeretében szeretnénk kiszamolni, hogy mekkora utat tesz meg valamely a < ¢t < b idSintervallumban.

e Ha ismernénk v(t) egy F(t) antiderivaltjat, akkor s = F(t) + C és igy sap = F(b) — F(a) lenne.

e Ha F'(t) nem ismert, akkor az [a, b] intervallumot felosztanank kis Aty U Aty U...UAt,, részintervallumokra, gy,
hogy ezek mindegyikén a sebesség kozelitleg allandénak legyen vehetd. Ha a Af; részintervallumon a sebesség
kozelitoleg v; allandé értéknek vehetd, akkor sqp =~ v1 - Aty + vg - Aty + ... + v, - Al

Reméljik, hogy anndl pontosabb lesz az iménti becslésiink, minél finomabb beosztdsit vesszik az [a,b]
intevallumnak.

a) a Riemann 6sszeg

Tekintsiink egy y = f(z) (folytonos) fiiggvényt az [a, b] intevallumon. Osszuk fel az intervallumot n — 1 bels6é pont
felvételével n részintervallumra

a=Tg <1 <2< ... <Tp_1<b=2z,

Definicié: P = {xg,21,%2, ..., Tpn—1,Tn} az [a,b] intervallum egy beosztésa.
Egy beosztdsban a k-adik részintervallum [xy_1, 2], ennek hossza Axy =z, — 2—1
Definicid: Mindegyik részintervallumon valamely (tetsz8leges) ¢ pontot kijelolve, z,—1 < ¢ < xy, az

n

Sp =Y flex)Amy (0.1)

k=1

Osszeg az f(x) figgvény egy Riemann Osszege az [a, b] intervallumon.
Specidlis Riemann 6sszeget kapunk, ha minden részintervallumon az iménti dsszegbe f(cx) helyett a fiiggvénynek a
megfeleld részintervallumon vett infimumét vagy szuprémumat irjuk

Sm.p = kaAxk ahol myp = inf {f(z)} alsé Osszeg (0.2)
k=1 T€[Th—1,7k)

Smp = Z MpAz, ahol Mp= sup {f(x)} felsd Gsszeg (0.3)
—1 z€[Tp—1,2k]

Nyilvanval6, hogy
Sm,p < Sp < Sup

Definicié: Egy P beosztds norméja: ||P|| = maxy {Axg}, azaz a leghosszabb részintervallum hossza.
Definicid: Ha az f(x) fiiggvény az [a, b] intervallumon korldtos és az intervallum egyre finomodé P beosztdsaira

lim Sm’p = lim Swa =1 (04)
lPl|—0 I1Pl|—0

mindkét hatdrérték létezik és egyenld az I (véges) szdmmal, akkor azt mondjuk, hogy f(x) integrélhaté az [a,d]
intervallumon és ott a hatarozott integralja az I szam.

Tétel: Az [a,b] intervallumon az f(x) fliggvény pontosan akkor integralhatd, ha barmilyen € > 0 szdmhoz taldlhatd
olyan ¢, hogy az [a, b] minden olyan beosztdsdra, amire

Z f(Ck)A{,Ck — I

k=1

|P|| <& kovetkezik, hogy |Sp —I| <e azaz <e (0.5)

a ¢y € [Tk, Tx—1] barmilyen valasztdsa mellett.



Ha létezik ez az I hatérérték, akkor azt a kdvetkezdképpen jeloljiik
n b
I=limppy0 Y fle)da = [ fle)da (0.6)
k=1 a

elnevezése: f(x) hatdrozott integralja a-tdl b-ig.

Szohaszndlat: [ integrél jel; [a,b] integraciés (integraldsi) tartomdny; alb az integralds als|felsd hatéra; f(x)
integrandus; x integracids valtozo

Megjegyzés: A hatdrozott integral értéke csak az integralandé fliggvénytdl és az intervallumtdl fiigg, fiiggetlen attol,
hogy hogyan jeloljiik az integracids valtozot. Azaz pl.

/ab f(z)dx = /ab f®)dt = /ab f(u)du (0.7)

Probléma: A Riemann Osszegek nagyon sokfélék lehetnek, fiiggéen attdl, hogy milyen beosztdst valasztunk és milyen
¢ pontokat szemeliink ki a részintervallumokban. A sok lehetséges kozelité Osszeg mindig ugyanahhoz az I szdmhoz
tart, ha |P|| — 0 7?77

Tétel: (1854, Riemann) Minden folytonos fiiggvény integralhaté. Pontosabban, ha f(x) folytonos az [a,b]
intervallumon, akkor ott 1étezik a hatarozott integralja.

Példa: fob 22dx = %. Legyen ugyanis a beosztds olyan, hogy P = {xi| xp = kAz, k=0,1,..n, Ax =b/n} és
vélasszuk minden részintervallumon a ¢, = x5 pontokat. Ekkor f(c) = (kAz)® és a Riemann Gsszeg

snn+1)(2n+1)

n

Sn = flen)Az, =Y Kk (Az)’ = (b/n)
k=1

k=1

Az 6sszeg hatarértéke
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Ha az integrél létezik (ha minden mas Riemann 6sszeg ehhez a szdmhoz konvergél), akkor I = b3/3. Az f(z) = 2

azonban folytonos fiiggvény, igy ezt joggal hihetjiik.
b) Teriiletszamités

Rajzoljuk fel az y = f(x) fiiggvény grafikonjét az (z,y) sikon. Az [a,b] intervallum egy beosztdsa az z-tengelyen
pontokat jelol ki. Az [x_1, 2] részintervallumon téglalapot rajzolunk az x-tengelytdl a fliggvény yr = f(cr) értékéig.
A téglalap el6jeles tertilete ekkor Ty, = f(cx)Axg.

e Nemnegativ fliggvényekre az Gsszes ilyen elemi téglalap teriilete szemléletesen kozeliti a grafikon alatti feliiletet

e A beosztés finomitdsaval a kérdéses teriilet egyre jobban ”hasonlit” a gorbe alatti tényleges feliilethez

Kérdés: A beosztds elemi téglalapjainak az egyiittes teriilete tényleg a feliilet "kozonséges” teriiletét kozeliti?
Definicid: Az [a,b] intervallumon adott nemnegativ f(z) fliggvény grafikonja alatti teriilet nagysiga

b
T:/ f(z)dz (0.8)

Példa: Szamoljuk ki az y = 22 és az y = 1 fiiggvények gorbéje altal hatarolt sikidom teriiletét. Ez 2% 1 — fil y(z)dx =
4/3
Megjegyzés: Ha a fiiggvény nem mindenhol pozitiv, akkor

b
/ fl)de =Ty —T_ (0.9)
a
az x-tengely folotti teriiletek Osszegébél levonva az x-tengely alatti teriilet nagysagat.

c) Kozépérték



Tekintsiink egy y = f(z) folytonos fiiggvényt az [a, b] intervallumon. Osszuk fel az intervallumot n egyenld részre,
a beosztdsban ekkor Az = (a — b)/n egyforma hosszisdgu részintervallumok lesznek. Mindegyik részintervallumon
véalasszunk ki egy ci € [zr_1, zk] pontot. A fiiggvénybdl vett f(cx) mintdk dtlaga ekkor

fler) + fle2) + ... + flen 1

BEEE R .
n = ;f(ck) = ;f(ck)m -8, (0.10)

Azaz a fiiggvény igy elkészitett dtlag-, vagy kozépértéke a Riemann 6sszeg osztva az intervallum hosszdval. A beosztéds
finomitasaval egy hatarozott értékhez tartunk: -
Definicié: Ha f(x) integrdlhat6 az [a, b] intervallumon, akkor f, az f(x) [a, b]-n vett dtlaga

_ 1 b
f= b—a/a f(z)dx (0.11)

Megjegyzés: Ha f(x) nemnegativ, akkor ez a szdm a grafikonja alatti teriilet osztva az intervallum hosszaval.

d) A hatarozott integrél tulajdonsiagai

e Definfcié: [ f(z)dz =0
e Definfcio: [ f(x)de = — [ f()dx

e Additivitds intervallum szerint: [ f(x)dx + fcb f(x)dr = fab f(x)dx

Linedris miivelet:
o [PAf(z)dz =\ [’ f(z)dw
o [{f(x)+g(@)}do = [} f(z)dz + [} g(x)dx

e ill. kombindlva:
Tetsz6leges {A, Aa, ..., A, } konstansok és az [a, b]-n integralhaté {f1(z), fo(z), ..., fm(x)} fliggvényekre

b m m b
/ {Z )\ifi(x)} de =Y )\i/ fi(x)da (0.12)
a i=1 i=1 a

Példa: f(x) = |4 — x2| fiiggvény gorbéje és az x tengely kozotti teriilet nagysaga a [0, 3] intervallumon.

A%@MAwmm+L?@m

’ ? 2 2% 16
/Of($)d$=/0 4d33—/0 xQda::4(2—0)—§:§

3 3 3 3 3 7
/Zf(x)dx:/2 :c2d:c—/2 4dx:%—%—4(3—2)=§

e) Egyenlotlenségek, kozépértéktétel

e Max-Min egyenl6tlenség

b
(b—a)-minj ) {f(x)} < / f(@)de < (b—a) - mawjq . {f(x)} (0.13)

mésképp mondva (b — a) - ming,y {f(x)} alsé, (b — a) - max(,y {f(x)} fels6 korldtja a hatdrozott integrélnak.



Példa: 0 < foa V1 + cos(x)dz < av/2

e Kozépértéktétel: Ha f(z) folytonos, akkor létezik olyan ¢ pont az [a,b] intervallumban, ahol f(z) felveszi
kozépértékét:

b
f0) = = [ fa)da=F (0.14)

Bizonyitds: Az elézéb8l min {f} < f < maz {f} és haszndljuk fel, hogy folytonos fiiggvény zart intervallumon
felveszi a maximuma és a minimuma kozti 6sszes értéket. Azaz kell lennie olyan pontnak, ahol f(c) = f

Példa: f(x) =4 — 2? 4tlaga a [0, 3] intervallumon

;/3f(x)dx:;<4*3—?§> =1
0

Ezt az értéket a 4 — 22 = 1, = = ++/3 pontokban veszi fel. Ezek koziil az = ++/3 valéban az intervallum belsejében
van.

Példa: Ha ff f(z)dxz = 0 valamely folytonos fiiggvényre és valamely intervallumra, akkor f(z) = 0 legaldbb egyszer
az intervallum belsejében.

e Monitonitds: Ha f(x) > g(z) integrdlhaték az [a, b] intervallumban, akkor
b b
/ f(x)dz > / g(x)dx (0.15)

Példa: A trigonometridbdl ismert, hogy cos(z) = cos*(%) — sin®(%) = 1 — 2 sin®(%). Tovabba sin®(t) < t? és igy

1 1 2 3
x 11 5
dx > l1—-—)dr=1—-—=—-~0.83
/Ocos(x)x_/0< 2)3: 53 5

f) A hatarozott integral kiszdmitdsa, a Newton-Leibniz formula

Tekintsiik az
Pla) = / " fyat (0.16)

hatdrozott integralt, mint a fels6 hatdr fiiggvényét. Minden z-hez egy szdmot rendeltiink, mint ilyen F(z) tehét a
felsé hatér fiiggvénye.
Tétel: F(z) folytonos fiiggvény (Bizonyitds az kovetkezd tétel bizonyitdsdnak elemeit felhaszndlva HF!)
Tétel: A kalkulus alaptétele 1. rész
Ha f(t) folytonos, akkor F'(z) differencidlhaté és

P =4 [ st = s

Azaz F(z) ekkor az f(z) egy antiderivéltja vagy primitiv fiiggvénye.
Bizonyitds: A derivélt definiciéjara gondolva felirjuk az

F(z+h) — F(x)

D;LF(x) =

differencia hdnyados értékét és megmutatjuk, hogy Dy F(z) — f(x) mikézben h — 0.

. B . +h z z+h
F( +h})L Fr) % (/a f(t)dt_/a f(t)dt) = %/f f(t)dt




az integralok additivitdsa miatt. A kozépértéktétel alapjdn azonban létezik olyan ¢ pont az [z, z + h] intervallumban,
amire

Nyilvénvald, hogy mikézben h — 0 az [z, x + h| intervallum az z-re zsugorodikbdl és igy limy_of(c) = f(z), azaz

%F(m) _ lithOF(x +h)— F(x)

x+h
_ umhﬁo% / FO)dE = limn—of(c) = f(z)

2
Példa: Hatdrozzuk meg az %F(a:) fiiggvényt, ha F(x) = [ cos(t)dt. Kozvetett fiiggvényt célszerli hasznélni, legyen
u = z%. Ekkor

dF(Jc):ch(u)du_2 d [

dx du %‘xﬁl

cos(t)dt = 2z cos(u) = 2x cos(z?)

Tétel: A kalkulus alaptétele II. rész: a Newton-Leibniz formula
Ha az [a, b] intervallumon f(z) folytonos és F(x) az f valamely (bdrmely) antiderivéltja (primitiv fliggvénye), akkor

b
| e =) - F@ = I,
Bizonyitds: Az el6z6 tételben definidlt F'(z) mint a fels6 hatdr fliggvénye f(x) egy antiderivéltja. f(x) egyéb

antiderivéltjai ettol csak konstansban térhetnek el

Bérmelyik antiderivaltat is hasznaljuk

b a b
F(b) - F(a) = {F(b) + C} — {F(a) + C} = F(b) - F(a) = / F(tydt - / f(tydt = / F(t)dt

ami bizonyitja a tétel allitasat.
Példa:

/ cos(t)dt = sin(t)|g = sin(r) — sin(0) = 0
0
b n+1
/ adr = =
a n+1

g) Numerikus integralds

b
1
= (bt —a™t!)  ahol n # —1

a

sin(z)

Mi van akkor, ha nem taldljuk a primitiv fliggvényt? Mert esetleg nem is létezik, mint pl. nek,

vagy V14 x?-nek nincs primitiv fiiggvénye. A numerikus integralds sordn tobbnyire az [a,b] intervallumot n
egyenld részre vagjuk (ekvidisztdns beosztds). Egy részintervallum hossza h = (b—a)/n. A fliggvénynek az
{z| xzxr = a+kh, k=0,1,...,n} pontokban felvett y, = f (x)) értékeit kiszdmitjuk. Az {gy kapott n + 1 szdmmal
kilonboz6 kifejezéseket irhatunk fel, melyek a mindegyike az fab f(t)dt szém egy kozelitése.

Téglany szabaly: kozonséges Riemann Osszeget szamolunk Erre lattunk példat kordabban. Rritkdn hasznéljuk, mert
az alabb ismertetend6é moédszerek ugyanakkora szamolasi munkéaval altaldban jobb eredményt adnak.

Trapéz szabdly: A fiiggvény grafikonjdn minden részintervallumon egyenes vonallal 6sszekotjilk az (zy, y) és az
(Tk+1,Yr+1) egymds utdni pontokat. Az z-tengely megfelelé pontjaival igy egy trapéz alakult ki. Egy ilyen trapéz
tertilete

h
Ty = 3 {ur + Yrs1}



az elemi trapézok &ltal lefedett Gsszes teriilet pedig

h h b
T=35 {lyo +wu1] +y1 +wel + oo+ [Yn1 +unl} = B {fvo+2p 422+ ... + 21 +yn}t = / f(t)dt (0.17)

Példa: Kiszamoljuk n = 4 mellett az f(x) = 22 integraljat az [1,2] intervallumon. Ekkor h = 1/4 és

(ko] 1] 2 | 3 [4
an|1] 5/4 | 6/4 | 7/4 |2
vi|1]25/16]36/16]49/164

A trapéz formulaba helyettesitve kapjuk, hogy

2
1 95 36 49 75
2
dea = 414220 4220 4920 4ol = 0 934375
/15693 8{+16+16+16+} 32

Persze ezt az integralt mar pontosan kiszamoltuk, tudjuk, hogy

2 3 3
23 13 7 _
2
de=% - — =L _933
/195 T3 373

Lathatoéan az 5 pontbdl szamolt kozelités ”egész jo”.

Mas integralok szamolasédnal, amikor a pontos értéket nem ismerjiik, sziikségiink lehet valami tampontra, hogy a
numerikus eredményiink mennyire jol kozeliti az integral valédi értékét. Megmutathatd, hogy:
Tétel: Ha az f(?) (mésodik derivalt) folytonos az [a,b]-n és létezik olyan My felsé korlat, hogy |f(2)| < M, az egész
intervallumon, akkor a kozelités hibdjara igaz, hogy

b

Er = <

/a " fwyde T

;2ah2M2 (0.18)

Példa: Az elébbi szdmoldshoz kapcsolédva f(2) (z) = 2, igy

1 /1\? 1 ~
Er<— (=) 2= = =0.01041
T—12<4) g — V010416

Az szamoldsunkban most specidlisan pontosan ekkora a hiba, tehat a < becslésben épp az egyenl6ség teljesiil. Ez
nem altalanos, a becslés valéjaban fels6 korlat a hiba nagysagara.
Példa: Korlatot adunk az

/ z sin(zx) dx
0

trapéz szabdly haszndlatdval valé integraldsakor a hiba nagysdgara. Ehhez sziikséges az integrandus mésodik
derivaltja:

(z sin(z)) = sin(z) + z cos(z)

(z sin(x))” = cos(x) + cos(x) — x sin(x)
melyet feliil becsiiliink a kérdéses intervallumon:
|(z sm(x))”’ < 2|cos(z)| +z|sin(z)| <2+ 7 <6

A [0, 7]-n az utols6 egyenlStlenségekben szigortiibb becslést is frhattunk volna, de a célnak igy is megfelel. A hiba
tehat

Er <

/

T
n 2 n

0.00155

SEE

ami n = 10 esetben EFp < 0.155... , mig n = 100-ra

IN

T



Azt gondolhatnénk, hogy nagyon kis h-t valasztva tetszéleges pontossiagot érhetnénk el. A gyakorlatban azonban
nem lehet tetszélegesen kis h-t hasznélni. Ennek két f6 oka van. A nagyon kis h haszndlata sok osztépontot jelent és
egy komplikaltabb integrandus esetén az y;, fiiggvényértékek kiszamoldsa, taroldsa, kezelése t1il nagy munkat jelent. A
masik probléma, hogy a szamitégépek csak véges pontossiggal szdmolnak (tipikusan 10-20 értékes tizedesjegyre), igy
a hiba nem tehetd tetszolegesen kicsinnyé. A kovetkezd eljards ugyanakkora beosztas mellett, ugyanakkora szamolasi
munkaval varhatolag jobb eredményt ad a trapéz Gsszegnél.

Simpson szabdly: Az [a,b] intervallumot pdros szdmd, egyenld hosszisigi részintervallumra osztjuk. Minden
részintervallum pdron mésodfokt polinommal y(z) = Ax? + Bz + C kozelitjiik a fiiggvényt. Egy ilyen polinom
integralja egy intervallum péron

h
h
/ y(v)dr = 3 (yo +4y1 +y2)
—h

Ezeket Osszeadva

>

S=—-A{(yo+4y1+v2) + (W2 +4ys +ya) + .. + Yn—2 +4yn—1+yn)}

w

h
=3 {vo+4y1 +2y2 +4ys + ... + 2yn—2 + 4Yn—1 + yn}

~ /b F(t)dt (0.19)

A kozelités hibaja:
Tétel: Ha f®) (negyedik derivélt) folytonos az [a,b]-n és létezik olyan My felsd korlat, hogy ‘ f(4)’ < My az egész
intervallumon, akkor
B < 20 (0.20)
5 =180 4 '
Nem amiatt jobb, mint a trapéz szabdly, hogy 12 helyett 180 osztja az intervallumot, hiszen My és M, ardnyarol
mitsem tudunk. A lényeg, hogy h? helyett h* hatvany szerint cstkkenthetd a hiba a beosztas finomitdsaval.

Példa: Tudjuk, hogy
1
/ Szt dr =1
0

amit kozelitstink most n = 4 pontos Simpson formuldval. Tehat

(ko[ t [ 2 | 3 [ 4 |
(0| 1/4 | 2/4 3/4 4/4
yx|0]1 5 116 =2 (81 - =2.(256 - -2

" 256 256 256 256
és
11 5 385
=———{0+4-1+2-16+4-81+ 256} = — = 1.00260....
34256 { + + + + } 384

Mivel f() =5.4-3-2 =120 allandé, a hibabecslés

2
1 /1 1
Bs<— (=) 120= —
5—180(4) 384

ami ’véletlenil’ megint akkora, mint a ténylegesen elkOvetett hiba, csak azért, mert ilyen specialis fiiggvényt
integraltunk.

h) Gorbék atal hatarolt tertilet

Szamitsuk ki a felilr6l y = f(x), alulrdl az y = g(x), jobbrél = a és balrdl pedig az x = b gorbék altal hatarolt
tertiletet Beosztast véve, az x-tengelyen téglalapokat rajzolhatunk

Ay = {f(ex) —gler)} - Azy,



teriiletekkel. Ezek Gsszege

Z {f(er) —gler)} - Ay,

k=1

egy Riemann Gsszeg. A beosztas finomitasaval ez egy hatarozott integral, azaz a keresett teriilet

= lim Z{f (cr) —glex)}- Axk—/ {ft) —g(t)}dt (0.21)

21—

Példa: Kiszdmitjuk a cos(x) és a —sin(x) gorbék éltal a [0, 7/2] intervallumon kézbezért idom teriiletét:

/2
A= / {cos(t) + sin(t)} dt = [sin(t) — cos(t)}g/2 =2
0

Hasonléan jarunk el, ha a gorbék = F(y) és x = G(y) alakiak és az y = ¢ és az y = d egyenesek kozotti tartomany
tertilete sziikséges:

A= / {F(t) — G(t)} dt (0.22)

Ha a keresett sikidom ezeknél altaldnosabb alaktd, akkor feldarabolhatjuk a koordindta tengelyekkel parhuzamos
vonalakkal olyan részekre, hogy azokra az el6bbi formuldk mar alkalmazhatok legyenek.

i) Sikgorbék ivhossza
Tekintsiik egy y = y(x) vagy = z(y) gorbét a sikon. Vegyiink egy beosztdst és az Osszetratozd (zp,yr) és

(Zk+1, Yk+1) pontokat kossiik dssze egyenessel. Az igy kapott poligon a sikgérbét anndl jobban kozeliti, minél finomabb
a beosztas. Egy elemi szakasz hossza

L =/ (Az)” + (Age)?

a teljes poligon hossza pedig

3
3
3

:Z\/A:Uk (Ayr) :Z 1+(§ZZ> - Axy,

=1

A beosztéas finomitdsdval tehat azt varjuk, hogy ez az Osszeg (legaldbbis jol viselked6 gorbék esetén) a gorbe hosszéhoz
tart. De hogyan lehetne ezt formalisan kiszamolni?
Definicié: Ha y(x) folytonosan differencidlhatd, akkor sima gorbének nevezziik.

Sima gorbére van olyan {cg, y(cx)} pont xx < ¢x < xk41, ahol a gorbe érintéje parhuzamos a szelével

A T —y(x
Ayk _ y( k+1) — y( k) _ y/(ck)
Tk Tr+1 — Tk

(a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint). Igy tehat
LY 1+ () Ay
k=1

ami lathatéan egy Riemann dsszeg. Mivel feltevésiink szerint 3/ (z) folytonos, igy /1 + (v/(2))? is az. Ekkor viszont
biztosan létezik a Riemann Osszeg hatérértéke és

dy
I J1 Arp= [ (J1+
P02 Z (o))" A = / da:



Definicid: Az [a,b] intervallumon sima y(z) gorbe hossza

/,/1+ dy (0.23)

Ha {gy nehéz lenne kiszdmolni, akkor tekinthetjik az = = x(y) gorbét is a megfelel y = ¢ és y = d hatdrok kozott.

Az elézéekhez hasonldéan ekkor
d 2
dxr
= 1 — | d 0.24
/c \ - (dy> Y (0-24)

Példa: Kiszamitjuk a negyedkériv hosszat. Az R sugard, origd kozépponti kor egyenlete 22 +1y2 = R2. A negyedkériv
hosszdhoz az iménti formuldban a [0, R] tartoményon kell integralnunk, akér az z(y) = 1/ R? — y?, akdr az y(x) =
V' R? — 22 explicit képletet hasznaljuk. Legyen az el6bbi, ekkor

/ o -y , / 2 32 _ R2
x(y)—\/ﬁ €es ].+(£E/) _\/1+R2—y2_\/R2—y2

amivel
L= R/Rldy _ R/l e Riare sinu): =
o Ji-(y)? B o VIi—u2 0
j) Impropius integralok

Eddig a Riemann integralt csak véges [a, b] intervallumokra definidltuk és ott is csak olyan fliggvényekre, melyek az
intervallumon korlatosak. Most kiterjesztjiik a hatarozott integral fogalomat végtelen intervallumokra, és a fliggvények
szingularitasi helyeire is.

Defincié: Ha az aldbbi hatarértékek léteznek és:

e f(z) integralhaté az [a,b] intervallumon tetsz6leges b > a-ra, akkor
9] b
/ f(x)de = blim f(z)dx (0.25)
e f(z) integralhaté az [a,b] intervallumon tetsz6leges a < b-re, akkor

b b
[ flayde = tim [ f)ds (0.26)

a

e f(z) integralhaté az [c,b] intervallumon tetszdleges a < ¢ < b-re, akkor

/ab fl@)dx = (‘ﬁﬂo/ f(z (0.27)

o f(z) integralhaté az [a, c] intervallumon tetszdleges a < ¢ < b-re, akkor

/ab flw)ds = Z_Tlo/a f(@)dz (0.28)

Ha az elébbi harérték 1éteznek, akkor azt mondjuk, hogy az impropius integral konvergal és értéke a hatarérték.
Ha a hatarérték nem létezik, akkor az impropius integralt divergensek mondjuk. A divergens integralok két tipusat
kiilonboztetjiik meg. Elcfordul, hogy a hatarérték tagabb értelemben létezik, de nem véges. Ilyenkor gyakran irjuk

példaul, hogy
b
|t



A masik eset, ha a hatarérték nem létezik. Akkor azt mondjuk, hogy az impropius integral nem létezik.
Példa: In(x)/x? integrélja [1,00) intervallumon:

[ (Y] - (2) (2o -2

és

lim {—l"(b)—lﬂ} = lim {—lnéb)]ﬂz lim {—1/[)]—1-1:

b—o0 1

Példa: 1/+/x integralja (0, 1] intervallumon:

/ 1/vrde = [2v/a]. = 2(1 - V/e)

C
és

lim 2(1—+/c) =2

c—040

Példa: Az aldbbi integral divergens, a hatdréték végtelen

1 c
1 1
/ dx = lim de = lim [—In|l—z|g= lim [-in(1—c)+0] =00
0

1—2x c—=1-0Jy 1—x c—1-0 c—1-0

Példa: Az aldbbi integral divergens, a hataréték nem létezik

o
/ cos(x) de = lim [sm(w)]g = nem létezik, [—1, 1] minden pontja torlédési pont
0

b—oo

Defincid: Ha az integrandus végtelenné vélik az [a, b] egy belsé d pontjdban, akkor

/ab f(z)dx = /ad f(z)dz + /db f(x)dx

az integral konvergens, ha mindkét impropius integral konvergens, egyébként divergens
Példa:

/3d$ = lim /CidgU + lim /de
o (v — 1)2/3 120 Jg (z — 1)2/3 =140 Jo (3 — 1)2/3

= lim {3(c—1)1/3—3(0—1)1/3}+ lim [3(3—1)1/3—3@—1)1/3 —=3+3.2!/3

c—1-0 c—140

Defincid: Ha tetszOleges a € R mellet az [ f(z) dv és [*_ f(x)dx 1étezik, akkor

/_o; f(z)dz = /_; f(z)dz + /:o f(a)da

Példa: Ahol a limesz kiilon jel6lését elhagyjuk

*  dx 0 dx * dx * dx 0 T 00
_ 4 My — 2 [tan~" :2[——} -
/,oo1+x2 /,oo1+x2+/o 1+ 22 /0 Ty 2t @l R

Kritériumok konvergencial divergencia eldénhetéségére (példdul)

10

(0.29)

(0.30)

e Ha f(z) és g(x) folytonos az [a, 00) intervallumon és 0 < f(z) < g(z) ebben a tartoményban, akkor [ f(z)dx

konvergens, ha [ g(z)dz az.

e Ha f(z) és g(x) folytonos az [a, 00) intervallumon és 0 < f(z) és 0 < g(x) ebben a tartomanyban, és

f(z)

liMg oo —— < 00

9()

akkor f;o f(z)dx és f;o g(x)dx vagy mindkettd konvergens, vagy mindkettd divergens.

(0.31)
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Példa: e~ -nek nincs elemi primitiv fliggvénye, igy nem tudjuk az impropius integralt direkt médon kiszamolni, de

oo oo oo o 1
/ e dx < / e dr = / e dx = [76795]1 ==
1 1 1 €

Példa: f(x) =1/z% és g(x) = 1/(1 + 2?) az [1,00) intervallumon

14 22

T

tehat egyszerre divergensek|konvergensek. Es valéban mindkettd konvergens, ugyanis
<1 <1 T
—dr =1 és ——dr = —
/1 x? /1 14 22 4

k) Vegyes megjegyzések az integralok elméletébdl

e Ha a fliggvény az [a, b] intervallumon korldtos és folytonos (a,b)-n, akkor integralhaté [a, b]-n.
e Ha a fliggvény az [a, b] intervallumon korldtos és monoton (a, b)-n, akkor integrdlhaté [a, b]-n.

e Ha a fliggvény az [a,b] intervallumon integrélhatd, akkor a fliggvény értékének véges sok pontban vald
megvialtoztatisa az integralhatésagon és az integral értékén nem valtoztat.

e Ha a fliggvény az [a,b] intervallum integrdlhatd, akkor az abszolit értéke is integralhaté (!forditva nem
kovetkezik!). Igaz tovdbbd, hogy
b
[t

e Ahhoz, hogy faoo f(z)dx 1étezzen nem szitkséges, hogy a fliggvény a végtelenben nulldhoz tartson (elég, ha
"gyorsan oszcillal’)

b
< / |f(z)| dz (0.32)

e Ha f;o f(x)dx 1étezik, akkor minden € > 0 szdmhoz van olyan T kiiszobszdm, hogy

/ab f(x)dx

<e,ha a>Téb>T (0.33)
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Gyakorlo feladatok

1) Mutassuk, meg, hogy ha f(x) folytonos az [a,b]-n és f; f(z) dx =0, akkor f(z) = 0 legaldbb egyszer az [a, b]-n.
Vilasz: (Kozépértététel)

2) Mutassuk, meg, hogy 0 < foﬂ 1+ cos(z) de <2
Vilasz: (Min-Max tétel)

3) Hasznaljuk, hogy cos(x) > 1 — 22/2 amivel adjunk alsé korldtot fol cos(x) dx értékére.
Vilasz: (I > 5/6)

4) Adjuk meg a kivetkezé kezdeti-érték probléma megolddsat hatdrozott integrallal: {% = tan(z) , y(1) = 5}.
Vilasz: (F(x) = [ tan(z) dz egy antiderivalt, y(z) = F(z) + C, 5 =0+ C)

5) Adjuk meg a kovetkez6 kezdeti-érték probléma megoldédséat hatarozott integrallal: {g—y =V1i+22, y(1)= —2}.
Vilasz: (F(z) = [ V1+ 22 dx egy antiderivalt, y(z) = F(z) + C, —2=0+C)

6) Szamitsuk ki a Newton-Leibnitz formula segitségével:  [[cos(x) dz = 0 , [[cos?’(z) dx =
56 ) (3ve— k) do=4

7) Adjuk meg az f(z) = 23 — 2% — 2z fiiggvény grafikonja és az z-tengely ltal hatdrolt teriilet nagysagat a —1 < x < 2
tartomanyra. Vigyazat, a fiiggvény elGjelet valt a jelzett intervallumon!
Vilasz: (T =5/12+ |-8/3| = 37/12)

8) Mennyi az y(z) = = vezérgorbéjii forgastest (kup) térfogata = € [0, 4].
Vilasz: (V = f04 w2 dr = 77% =3 -4’7 4)

9) Szémitsuk ki az R sugaru kor teriiletét és az R sugard gomb térfogatat!

Vilasz: y(z) = VR% — a2

T:4/0R\/mdx:<Rmu=2 =2 x:{fg}ﬁu:{éb

:4R2/1\/1—u2du: <0<u<1 u=sin(t) du= cos(t)dt u:{(l)}—%:{ﬂ-ﬂ })
0

0
/2
= 4R2/ cos®(t)dt = R*n
0

R 2 RB 4
= 2 _ 2 — 2. _ = — 3
v 2/0 W(R m) dz 27r<R R 3) SRm

10) Kétszer parcidlisan integralva szdmitsuk f23 x - €2 dx értékét!

Vilasz:
6237
e

1 3
—l—f/ e dx
2 s 2.J2

1 6230
- 27 —_ . —_—
= (P -z 3)

3 eQx
/ 22 ¥ dy = 2% —
2

3 eQm
— z- e dr =22 —
2 . 2

3 2z

2
621’

e
2 — . —

= . —

=13/4-€5 —5/4-¢*
2

2 2

11) Mekkora beosztdst kell venniink, hogy az In(2) = ff % dz értéket numerikus integraldssal trapéz, illetve Simpson
médszerrel 10~* hibandl jobban megkapjuk?

Vilasz: (1) = 2 mazpy |2 =2 Bs<2%t-h?2=1(3)" 104 <1 (1)’ n> W~
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Hazi feladatok

1) Rajzoljuk fel az f(z) = |x|—1 fiiggvényt az aldbbi intervallumokon. Adjuk meg mindegyik esteben az intarvallumra
vett atlagot és azt a helyet, ahol a fiiggvény felveszi dtlagértékét. a) [—1,1] b) [1,3] ¢) [—1,3]

2) A Min-Max egyenlStlenséggel adjunk alsé és felsd korldtot az fol H% dx hatdrozott integralra. Hasonléan adjunk

0 1+x2
integralnak egy finomitott korlatja.

korldtot az |, V21 gy és az f11/2 H% dx integralokra, figyeljiik meg, hogy az utobbi két szam Osszege az els6

3) Szdmitsuk ki a Newton-Leibnitz formula segitségével:

° 032 x~6/5 dg

o [ sin(x) dx

° f: /2 H#S(%) dx (u = 2z helyettesitéssel)

. ff (3z +4)3 dx (u = 3z + 4 helyettesitéssel)

* fff/:;zl x - sin(z) dx (parcidlisan)

4) Integraldssal szdmitsuk ki, hogy mekkora a térfogata egy egyenes kipnak. Az alapkor sugara r és h a kip
magassaga.

5) Hatdrozzuk meg In(5) kozelitd értékét az In(5) = f15 1/x dx numerikus integrdldsdval. Legyen a beosztds
részintervallumainak hossza h = 1.

e A becslést végezziik el Riemann Osszeg szamolasaval két moédon is. Az intervallumokbdl el6bb a baloldali
(ck = xk—1), majd a jobboldali (¢; = xj) hatdrpontokat vélasszuk.

e Szamitsuk ki az inetgralt a trapéz szabdly segitségével. Szdmitsuk ki a hibat!

e Alkalmazzuk a Simpson-szabdlyt is, a hibat ismét adjuk meg!



