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I. A HIDRODINAMIKAI ALAPEGYENLETEK

Az dramlé folyadékok jellemzésére a folyadék p (r,t) slirliségét és a V (r,t) sebességmezdt haszndljuk. Az ezekre
vonatkozo kontinuitési egyenlet

0
ap—i—div pV =0 (1)

a tomeg megmaradasat fejezi ki: a tér minden pontja koril a sliriiség az oda befolyd, illetve az onnan kifolyd
anyagmennyiség miatt valtozik meg. A sirlédé folyadékok dramldsdt lefré mésik egyenlet (Navier-Stokes)

g {aaY - (V-gmd)V} =f—gradp + n- AV + (n+1) grad div V @

lényegében az impulzus megmaraddsat jelenti. Az egyenletben a p(r,t,7) nyomds gradiense szerepel. Ha a
homérséklet valtozik, akkor a nyomdst meghatdrozé &allapotegyenletet is fel kellene irnunk. Most erre nem lesz
szitkséglink.

II. INKOMPRESSZIBILIS STACIONAIUS ARAMLAS KET DIMENZIOBAN

Meg kivanjuk hatérozni, hogy viszkézus folyadék hogyan aramlik az utjaba helyezett akaddly mellett.
e Satcionarius aramlésra szoritkozunk, igy az iménti egyenletekben minden id6 szerinti derivalt nulla.
e A folyadékot Gsszenyomhatatlannak tekintjiik, azaz a siiriiség a térben allandd.

e A z-koordindtdban a problémét transzldciéra invaridnsan fogalmazzuk meg, gy, hogy elegend6 legyen az (z,y)
sitkmetszetben megoldani az egyenleteket.

e A folyadék hémérsékletét térben és idében allandénak tekintjik, ezaltal a nyomds pusztdn a megadott
egyenletekbol meghatérozhaté.

Ilyen feltételek mellett a kontinuitasi egyenletbdl

ov, av,
5t 5y =0 (3)

div V(z,y) =

mig a masikbdl
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ahol bevezettik a v = n/p kinematikai viszkozitdst. A hérom egyenlet a peremfeltételek tisztdzdsa utdn ebben a
fomajaban megoldhaté a keresett Vy(z,y), Vy(z,y) és p(z,y) figgvényekre.
Mégis szokds egyéb ’segédfiiggvényeket bevezetni’. Ilyen a U (x,y) dramldsi fiigguény
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P D
Vz - %W(Ivy) és V, = 7%\11(13,y) (5)

melynek 1étezése biztositott az adott differencidlegyenlet mellett. Szemléletes jelentése van, ugyanis szintvonalai az
dramfonalakat adjak, masképp mondva a sebesség mindenhol érinti a szintvonalakat: V-grad ¥(z,y) = 0. A mdsik
fliggvény a x(x,y) drvényesség

_ Ve _OVy

Az ezekre érvényes egyenletek
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Orémiinkre szolgdl, hogy az egyenletek részben szétcsatolédtak. Meg kell elobb oldanunk az elsé két csatolt
egyeneletet, majd az igy kapott ¥ ismeretében a (ha egydltaldn érdekel benniinket a nyoméds) a harmadikat.

III. A KONKRET PEREMERTEKPROBLEMA

Balrdl folyadék aramlik szabadon a tartomanyba V (x = —o0o,y) = [Vp,0]. A kiézépen elhelyezett merev akadélyt
megkeriilve a jobboldalon V (z = oo, y) = [V, 0] sebességeloszlassal tédvozik.
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Az dramlési kép szimmetrikus lesz a felezd (y = 0) egyenesre: V,(z,y) Ve(z, —y) és Vy(z,y) =
-V, (z, —y) kovetkezésképpen
) 0
Vy(z,0) =0 és a—Vx(amy) =0 (9)
Y y=0
Az el6bbibél
Vy(z,0) = — %\Il(x, Y) =0 = ¥(z,0) =konstans (specidlisan legyen ¥(z,0) = 0) (10)
y=0

A konstanst megvalaszthatjuk igy, hiszen az aramlasi fliggvénynek csak a derivaltjai érdekesek, bevezetése egy allando
erejéig hatdrozatlannd teszi. Az akaddlyra merdlegesen folyadék nem folyhat, tehat az dramlé folyadék sebessége
parhuzamos az akadaly oldalaival. Az akadélyt igy egyetlen dramvonal veszi korbe, ami egyuttal szintvonala az
aramlasi fliggvénynek. Ebbdl kdvetkezik, hogy ¥ = 0 az akadaly mentén. A szimmetria méasik kovetkezménye, hogy

A
x(z,0) = oy ox

=0 (11)

y=0

a tengelyen.
A x-re vonatkozé tovabbi hatarfeltételek vizsgdlatara vegyiik figyelembe, hogy ¥ dlland6 az akaddly falai mentén.
Igy
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‘ZwQ:X ha a fal || y (12)

Surlodé folyadék esetén indokolt lenne azt el6irni, hogy a folyadék tapad a falhoz, azaz a tangencialis aramlés sebessége
nulla. Ezt azonban nem tehetjik meg az aramlasi fliggvénnyel, ugyanis ekkor az elliptikus peremértékprobléma
tulhatdrozotta vélna. A tapadédst tehat nem irjuk elé kozvetleniil W-re, de kozvetve majd felhasznaljuk, amikor az
el6bbi egyenleteket diszkretizaljuk a y-re vonatkozd hatarfeltételhez.

A balrdl be és jobbra kifolyé 6rvénymentes aramlds miatt ezeken a hatdrokon

ov ov

— =0, — =Vy és x=0 ha |z|] — o 13
e dy 0 X 2| (13)
Végiil a fels6 félteret zart peremmel latjuk el, ha rendelkeziink arrdl, hogy az akadalytdl y irdnyban messze milyen
az aramlds. KézenfekvO azt mondani, hogy elegendGen nagy y tavolsidgra az akadaly hatdsa elenyész6, igy a szabad
aramlasra jellemzd

V(2 = £o0,) = [V, 0] —

ov ov

asszimptotikus alakok valaszthatok.

IV. DISZKRETIZALT EGYENLETEK

A szdmitdst z; = (i —1)xh, i =1,2,..., Nz ésy; = (j—1)xh, j =1,2,..., Ny gridpontokon végezziik el. Célszerii
a hosszisag és a sebesség egységeit ugy valasztani, hogy h = 1 és Vy = 1 legyen. Az aramlési fliggvényt hl), az
orvényességet Vo /h a nyomést pedig pVZ egységekben fogjuk mérni.

A. Aramlasi fliiggvény

A diszkretizalt differencidlegyenlet
Vigr,j +Vicrj+ Wi + W50 — 4% 5 = X4 5 (15)

A hatérfeltételek altal kozvetleniil nem érintett bels6 pontokban

1
Vig = 3 Warrg + Wimrg + Wigan + Vi1 — Xij] (16)
e Baloldalt (z = 0)
ov
el 0 — Wy —0;=0 (17)
miatt
W+ Wi+ Vo + Vo0 —4Ws;=x2; — W3, +Vs; 01+ Vy; 1 —3Vs;=x2, (18)
azaz
1 ,
Vaj =73 (W3 +Wo 41+ Vo1 —x2,5] és W1 =V (19)
e Jobboldalt (xz = X)
ov
el 0 — Ux;—¥x1;=0 (20)
1 ,
Ux-15=3 (Wx—2;+Vx_1j11+¥x_1-1—Xx-1,5] € VUx;=Vx_1; (21)



e Felil (y=Y)

ov

— =W - Uy—-V¥,y1=hVp=1 (22)

0y =y

1 ,
V,y_1= 3 Wit1yv-1+ ¥y + ¥ yvo+1—xiv-1] és Uiy =0, y_1+1 (23)
e Felsd sarkokban
1
Yoy_1= 3 [Wsy_1+Toy_2+1—x2y_1] (24)
Uiy 1=Uy 1 Yoy =¥y 1+1 ¥y =Usy (25)
és
1

Uy 1y-1= 3 Ux oy-1+¥x_1y—2+1—Xxx-1v-1] (26)
Uy 1y =¥Yxqyv-1+1 ¥xy 1=¥Yx1yv-1 ¥xy=VYx_1y (27)

B. érvényesség

A diszkretizacioval kapjuk, hogy

(Xi+1.5 = 2Xij + Xi-1,) _ B (Wage = Vi) (g — Xi-1) (28)
= F(Xig+1 — 2Xi5 + Xig-1) 4= = (Wisr; — Yic15) (Xij+1 — Xig—1)
ahol R = Vyh/v a rdcs Reynolds szama.

e A hatarfeltétel a hatsé falnél legyen most az, hogy
ox

9 =0 - Xxx;—xx-1;=0 (29)
r=X
I R |
Xij =2Xi,j + Xi-1, - (Wigar = Wij1) ( Xij —Xi-1,5 i—X—1 (30)
=+ (Xig+1 — 2X65 T+ Xig—1) — = (Wit1,5 — Wim15) (Xij+1 — Xij—1)
ahonnan
R
34 7 (Wigrr = Yij-1) | Xij = Xi-15 + Xig+1 + Xij-1 (31)
R R
o Wiy = Wiry) (Xiger = Xij—1) + 7 (Wijt1 = Pij-1) Xi-1;  (32)
e Az akadéily fels6 peremén
0% .
aiyz =x miatt W, =2V + U5 =X (33)

lenne, de ebben W¥;_; ;, mint az akadaly belsejében levé pont értelmetlen. Ha most a tapadast figyelembe
vessziik, azaz hasznaljuk, hogy

o))

v
n 0 = VY=Y, (34)

akkor kapjuk, hogy
Xig =2Wije1— Vi ) (35)

e Hasonlbéan kapjuk az akadaly bal és jobb oldalan, hogy
Xi,j = 2 (\I/iflyj — \I]i,j) illetve Xi,j = 2 (‘I’iJrl,j — \I/i’j) (36)



