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1. CIRCULAR, CO-PLANAR, RESTRICTED THREE-BODY PROBLEM

Az my és ms tomegl égitestek tomegkozéppontjuk koriil kormozgast végeznek. A mozgés sikjat inerciarendszernek
vessziik. Egy harmadik m < my, mo tomegi test visszahatasat a hozza képest nagy tomegi égitestekre elhanyagoljuk,
vizsgaljuk eme test mozgasat a nagy testekkel egytitt forgd vonantkoztatasi rendszerben.

A nagy testek helyzete a tomegkdzéppontban levé koordindtarendszerben

r, = (_7'1,0,0) és rs = (7‘2,070) (11)
A két test tavolsdga
d=1r1+1rs (1.2)
ezekkel
mi
—mri +morg =0 = ro=——""-d , T = d—1ro (13)
mi + mo
A korpélyan valé mozgas feltétele
mym
miriw? = X d12 2 _ Maraw? (1.4)
miatt
ymy =1y - d*w? és ymg =11 - d2w? (1.5)
A potencidltérben mozgé részecske Lagrange-fliggvénye
1 5 yma Yma )
L=-m(v4+wxr) —=V(r) , V(r)=-m + 1.6
T PV L v = (e (1.6
1 2 2 2 ( T2 1 ):|
=m|-(V+wxr) +dw + 1.7
2( ) [r —r1|  |r—r12] (1.7)
A mozgisegyenlethez
dL=m(v+wxr)-(dv+wxdr)—vV(r)- dr (1.8)
=mV+wxr)-dv+m(v+wxr) (wxdr) — VV(r)-dr (1.9)
=m(V+wxr)-dv+m(v+wxr)Xwdr—VV(r)- dr (1.10)
azaz
2L—m(v%—wxr) és 2L—m(v—|—r,u><r)><(,u—VV(r) (1.11)
ov. or~ '
ahonnan
d
m avjﬂuxv =m(v+wxr)xw—VV(r) (1.12)
d
m—v=—VV(r) +2m(v x w) +m (w X r) Xw (1.13)

dt

*Electronic address: barthaf@physx.u-szeged.hu



A konkrét esetben tehdt

dl _ —d2w2 <T’2 (I' — I‘l) 1 (I‘ — I‘Q)

3 T | +2v X w4 wx (rxw) (1.14)
|r — 1] |r — o]

2. SIKMOZGAS, LAGRANGE-FELE EGYENSULYI HELYZETEK

A centrifugdlis erének nincs a kormozgas sikjara meréleges komponense. A gravitdciés vonzas a sikon kiviili
objektumokra nem lehet nulla, a sikra merdleges irdnyban biztosan a sikba visszatérité eré hat. Egyensulyi helyzetekre
tehét csak a kormozgds sikjdban szémithatunk. Legyen ez az (z,y) sik, ekkor w =(0,0,w). A csak a sikban torténé
mozgasok lefrasdhoz a mozgasegyenlet

dv, -
dvy _ 2 o rz(x;—rl) L (x3 72) Foweu uw? e 2.1)
dt 59 55
dv, 2 2(T2 T 2
E:—dw §+§ Y — 2w vy Wy (2.2)
ahol
si=\(@4+r)’ +12 & so=1/(z—1) 442 (2.3)
Egyenstlyi helyzetre
& (Ti + ri) =1 & d? (’"2 (@fr)  n (x;”)) — (2.4)
§1 52 51 82

Osszesen 5 ilyen egyensilyi helyzet van, ezek a Lagrange-pontok. Megkeresésiikhoz legyen az elsé egyeletben

51=52=5 (2.5)
akkor
s=d (2.6)
és a masodik egyenlet is kielégiil, hiszen
d2
3 (ro(x47r)+r(z—r)) =2 (2.7)
ro (x4 7))+ (z—re) =dx (2.8)
(ro+r)x+rory —rirg =dx (2.9)

azonossag. Ekkor tehdt a harom test egy szabdlyos haromszog csucsain helyezkedik el. Fzek az L4 és az L5
Lagrange-helyzetek.
Ha y = 0, akkor

s1=lx+r] és s2=|xr—ro (2.10)
amikkel a kiilonb6zo6 lehetéges intervallumokon az

d? "2 + & =z ro < T 2.11
<($+T1)2 (& —r2)? ’ 21

d? 2 — " =z —_m<z<r 2.12

((x—i—rl)z (x—rg)2 ! ? (2.12)
r r

’ ((JC +27°1)2 " (x —1r2)2> e 219

egyenletekbdl x numerikusan meghatarozhaté. A graviticiés centrumokon dtmend egyenes mentén igy kapjuk a
tovabbi L1,1.2 és L3 Lagrange-pontokat. Az egyenes mentén a centrifugdlis erd egyensulyt tart a két vonzécentrumtol
szarmazo erovel.



3. STABILITAS

A z = 0 sik stabil, hiszen a sikbdl kmozditott objektumra a sikba visszatérité eré hat. A sikban a Lagrange-helyzetek
satbilitasvizsgalatahoz elobb a

x? + y2 )

Veff:_< 5 ++Tl) (3.1)

S1 S9

effektiv potencidlt vizsgdljuk meg (d = w = m = 1 egységekben). A fiiggvényt kirajzolva ldthatjuk, hogy a
Lagrange-helyzetek vagy nyeregpontokban vannak, vagy éppenséggel a potencidl lokalis maximumaindl. Ez azt jelenti,
hogy a nem mozgd objektum instabil egyenstlyi helyzetben van. Meg kell vizsgalni, hogy véltozik-e a szitudcid, ha
nemcsak kitéritjiik a Lagrange-pontbdl részecskét, de engedjiik mozogni is. Ekkor ugyanis lehetséges, hogy az effektiv
potencial mellett megjelen Coriolis-eré képes stabilizalni a mozgédst. Az analizis azt mutatja, hogy az L1,1.2 és L3
helyzetek koriil nem tudja a Coriolis-eré megtartani a mozgé részecskét sem. Ami viszont igen érdekes, hogy a maradék
két Lagrange-helyzet bizonyos feltételek mellett stabilld vélik. Ezen pontok kornyezetében a rendszer (helyesebben
most a kis tomegli test) kis (libracids) rezgéseket végez. Megmutathatd, hogy a kis rezgések frekvencidjdra

2
ry2 1 1 Ty — T
—) ==+ -=4/27 —23 3.2
(w) 2 4 \/ ( d > (3:2)
ami akkor jelent valddi rezgést, azaz stabil helyzetet, ha a v sajatfrekvencia valés. Ez megkoveteli, hogy

2
VeER & [27(7”1;”) —23]>0 I Sl TR (3.3)

d 27

legyen a komplex gyokok elkeriilésének az érdekében. Lathatd, hogy ekkor

2 2
L — T2 1 rn — 1T 1 2
( 7 )<1 = 4\/27< 7 > 23<2 = v">0 = vekR (3.4)

Figyelembe véve, hogy

ro= — g =2 (3.5)
mi + ma my + mo

kapjuk a két Lagrange-helyzet koriili kis rezgések stabilitasanak a feltételét:

mi1 — Mo 23
_— — = 3.6
mi + mo 27 “ ( )
my (1 —a) > (14 a)ms (3.7)
1l—a mo
0.04 = > — 3.8
1+a my (3:8)

4. A SIKMOZGAS TARGYALASA ALTALANOS KOORDINATAKBAN KANONIKUS
FORMALIZMUSSAL

A kis tomegl test (tomeggel egyszertisitett) Lagrange-fliggvénye polarkoordindtdkban:

1

Lirp. o) = 5 [P+ (p+w)| = Vi) (4.1)

ahol a pontecidlis energia
V(r,¢) = —w?d? {TQ + 7’1] si=/r2+r2—=2r;rcos(p—w;) , pr=7 é pa=0 (4.2)

S1 S9
A kanonikus impulzusok
OL oL

pe=Gr =t & pe= gz =1t (@t) (1.3



A Hamilton-fiiggvény ezekkel

2

. , 1 p
H(r,0,prPort) = pri +ppp = L= 5 P+ 5| = pow + V(1) (4.4)
és a kanonikus mozgdsegyenletek
OH
SLLIE (45)
0H p,
_ 91 _ Py 4.6
Al (4.6)
. OH p5 oV
e i R )
OH oV
e 4.8
A sziikséges derivaltak
aVv 90 |T2081 11052 9 0 | T2 Ty
5 = d L%@r 2o =wd e (r+ricos(p)) + P (r —racos(yp)) (4.9)
ov 0 0 1 1
— = wd? %i %ﬁ = w?d? — — =3 | rirarsin(p) (4.10)
Oy 51 0p 55 Op s5 8y
5. TECHNIKAI TANACSOK
e Valasszuk a hosszisédg és az id6 egységeket ugy, hogy d =11 +r2=1 és w= 27” =1 legyen.

o Az effektiv potencidl dbrdzoldsdhoz a tomegardny legyen mo/my = 0.2. A Lagrange-helyzetek koriili kvalitativ
viselkedés mas tomegaranynal is ilyen lenne, csak nem sokat lehetne latni beldle.

e A Lagrange-helyzetekkel kapcsolatos mozgasok vizsgalatanél legyen mo/mq = 0.000953875 , ez a Nap(“mq) és
Jupiter(“msy) pérosra jellemzd.

e Tovabbi hasznos eset: ma/m; = 0.012 , ez a Fold("my) és Hold ("mg) pérosra jellemzd.
o Keressiik meg numerikusan az L1, Lo, L3 Lagrange helyzeteket!

e Inditsuk a rendszert L4, vagy Ls kornyezetébdl. A testnek a stabil egyensilyi helyzet koriil kell maradnia
a numerikus megoldds sordn. Alkalmas kezdéfeltétellel inditva a kirajzolt palya alakja emlékeztet egy ebihal
(tadpole) alakjira.

e L3 kornyezetébdl indulva a test elcsatangol. Lépatkéra (horseshoe) emlékeztetd periddikus pélydkat kapunk
alkalmas kezdéfeltétellel. Es kereshetiink tovabbi szemet gyonyorkodtetd zart palyakat.

e A kirajzolt mozgéasok a gravitdlé centrumokkal egyiitt forgd specidlis vonatkoztatdsi rendszerben értenddk.
Erdemes atalakitani a programot ugy, hogy ezeket mashonnan "nézve” is kirajzoljuk.

e A projektben nemcsak a Lagrange-helyzetekkel kapcsolatos mozgdsokat elemezhetjiik, hanem példdul
kirajzolhatjuk a Fold-Hold garvitaciés térben egy tirhajo palyajat, vagy egyéb hasonldékat. Prébaljunk olyan
palyat talalni, amelyik a Foldrol indulva a Hold koézvetlen kozelébe jut, majd onnan vissztér a Fold kozelébe
pusztan a gravitacios mez6 segitségével. Az sem jelent elvi nehézséget, hogy moédositsuk a programot, a mozgast
szakaszra bonthajuk és az egyes szakaszok kozott az aktudlis sebességértékeket megvaltoztatva imitéljuk a
palyamodositast, a hajtémiivek révid bekapcsolasat.



