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1. A LEGENDRE-FELE DIFFERENCIALEGYENLET

1.1. Bevezetés

Tipikus feladat a AU + u(r)¥ = 0 differencidlegyenlet targyaldsa gdmbi koordindtdkban, ahol az egyenlet alakja:

1 0 [ 00 0 ov 1 0%V

NPT ] a . = ) —_— _ = — i 1.1
r2sin(9) [Sm(ﬁ) or (7“ ar) + 355 <szn(19) 5‘19) + Sin() 5'302:| u(r)¥(r, 9, p) (1.1)
Vizsgaljuk a ¥ = R(r)O(9)P(y) alaki alapmegolddsokat. Behelyettesitve és elosztva W-vel

11
Rr2

2 5\/ 1 1 . U 1 1 "
- - - M=
(PR) + O r2sin(9) (sin(9)67) + ® r2sin?(¥) u(r)

Elébb szorozzunk végig r2sin?()-val, ezzel a p-t6l fiiggd részt levalasztottuk (szeparédltuk):

1
——2"(p) = f(r,¥
5557() = 1)
ahol a bal oldal csak -t6l, a jobboldal pedig csak (r,9)-tdl fiigg. Ez gy lehetséges minden (7,9, ) értékre, ha
mindkét oldal konstans. A szepardciés allandét —m? alakban vessziik fel, ekkor

1 ,
6(I)// _ _m2 = (I)(SD) — eimy (1.2)

ahol a ®(¢) = ®(¢ + 27) hatarfeltétel miatt m = 0,41, +2, .... tetsz6leges egész szdm lehet.
A maradék egyenlet djra szepardlhaté

1 (T‘QR,)/ +rfu=X\ és _1 (sin(9)0") — _m (1.3)
R N - O sin(d) sin? () ’
Csak a szogfiiggd résszel foglalkozunk (a radidlis rész csak konkrét w(r) mellett lenne érdekes). Vezessiik be az

x = cos(¥) , F(x) = O(V) jeloléseket, ekkor dx = —sin(9)dy miatt kapjuk, hogy

1 d d d d d d m? m?2
= (sin()=0) = —= (—sin2(9)—0) = = ((1-22)—0) & - 1.4
sin(9) dY (Sm( ) a9 ) dx( sin (V) 3 ) dz <( ") ) & @) 1o Y
Ha még hozzdtesszik, hogy benniinket most a A = n(n 4+ 1) megolddsok érdekelnek, akkor az asszocidlt

Legendre-egyenlet alakja:

(171112 n(n+1))F % <(1x2>;;F) (1.5)

1.2. Legendre-polinomok és fiiggvények (m = 0)
Legyen specialisan m = 0. Ekkor a Legendre-egyenlet:
d o d P
— s (l—2*)—F}=-n(n+1)F mésként L[F]=-n(n+1)F (1.6)
dx dx
Keressiik a megoldast hatvanysor alakjaban
F(z) =2° Zaixl = Fl(z)= Zai(i +8)zt = (1—2®)F'(z) = Zai(i +5) (257 — gt
i=0 i=0 i=0
azaz
d 2 d = - - i+s5—2 = - : i+s
—<(1—-2°)—F :Zai(z+s)(z+s—1)x —Zai(z—&—s)(z—i-s—&—l)x

dz dxr ‘ ;
1=0 7=0



Ezt beirva a (1.6) L-egyenletbe
oo ) o0 )
Do a(its)(its—Dat T =3 a (i 8)(i+ s+ 1) —n(n+ D}att
=0 i=0

majd kigyfijtve x'+* egyiitthatéit, kapjuk, hogy
a2t +s+2)i+s+1)=a;{(i+s)(i+s+1)—nn+1)} (1.7)
Tekintsiik az i = —2 esetet (figyelve, hogy a_o = 0)
aps(s—1)=0 = s=0,1
Az s = 0 esetben az ag = 1 és a1 = 0 mellett a rekurzids formuldnk:

i(i-l-l)—n(n—i—l)al :_a‘(n—i)(n—i—i—i—l)
(i+2)GE+1) Y +2)3GE+1)

Aj42 =

mig s =1és ag =1 és a; = 0 esetben

(n—i—1n+i+2)

Git2 = 0T 1 ) (1.8)
A két fiiggetlen megoldds tehat
R =1 - M) e (2 Do)
-1 2 — -1 2 4
) = O B D05 o

Ha n = 2k péros egész szdm, akkor Fy(x) véges fokszamu polinom (a,2 = 0), illetve, ha n = 2k 4+ 1 pératlan, akkor
Fi(z) lesz n-ed fokd polinom (a,4+2 = 0). Ezek a P,(z) Legendre-polinomok.

A végtelen sorokat @Q,(x) (mdsodfaji) Legendre-fiiggvénynek hivjuk, a sorok konvergensek a (—1,1)
intervallumon és divergensek x = +1-ben. A Legendre-differencialegyenlet altalanos megoldasa tehat

F(z)=A-P,(z)+ B-Qn(x) (1.10)

1.3. Legendre-polinomok tulajdonsagai

e Normailési konvencio:

Pp(1) =1 (1.11)

e Altaldnos alak

Pu@)= Y (1) @n =200t oo (1.12)

oG 27l (n — 4)!(n — 20)!

o Példak

Py(z) =

1 v
Py(z) = §(322 — 1) Ps(x) = 3(52* — 3x) (1.13)

e Paritds (csupa péros vagy csupa pdratlan hatvdnyokbdl 4116 polinomok)

Po(—z) = (~1)"Py(z) (1.14)
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FIG. 1: Legendre-polinomok

e Specialis értékek 0-ban: Az édltaldnos alakban a 2i = n taghdl

= (— np__ M illetve okt1(0) = .
P (0) = (1) 7 /)T llet Py 1(0)=0 (1.15)

e Ortogonalités:
1
/ P, P,dx =0 ha n#m (1.16)
Biz.: Belatasdhoz irjuk fel, hogy
1 . 1
/ P L[P,)dz = Pp(1—2*)P)|_, —/ P! Pldx
-1 —1

ahol a parcidlisan kiintegréalt rész nulla a hatarokon. Lathat6, hogy f_ll {P,L|P,] — P,L[P,,]} de = 0 Mésrészt

LIP,] = —n(n + 1)P, miatt P,L[P,] — P,L[P,] = {n(n+1)—m(m+ 1)} P,P, amibdl kiévetkezik az
ortogonalitas.
e Norma
! 2
P,P,dx = 1.17
/_ ) T ot (1.17)

e Rodrigues-formula (behelyettesitéssel ellendrizhetd)
1
~2npl dan

P, (x) (% —1)" (1.18)

o Integral-el6allitas a z-t koriilvevo zart gorbére vett integrallal

1 d" 1 [(2-1" 27" [ (2-1)"
— - =2 gt 1.19
2nn! dz™ 27 t—z 271 ]{ (t— ,z)”+1 ( )

P,(2)



Biz.: Levezethet6 az

f(z) = 1) 4, (1.20)

2mi tfz

Cauchy-formuldbdl specidlisan f(z) = (22 — 1)" vélasztdssal. Ekkor

(22 —1)" = 271m “2,5:7?"‘“ (1.21)

majd n-szer differencidlva es szorozva r -sal kapjuk az allitast.

2

Generétorfiiggvény:
T,u P, (x)u™ ahol |u| <1 1.22
o) = s Z [ (1:22)
Megjegyzés:  Specidlis eset. Altalanosabb az ’ultraszférikus polinomok’ csaladja, melyek az tn.

Gegenbauer-polinomok konstanszorosai

Z C\ (z (1.23)

_ 2
(1 2xu+u =

Legendre-sor: Teljes rendszer, azaz f(z) és els6 deriviltja szakaszonként folytonos a [—1,1] intervallumon,
akkor

- an+1 [
x) = ngoanpn(x) ahol a, = 5 /71 f(@)P,(z)dzx (1.24)

Masként fogalmazva a teljességi Osszefiiggés

= 2n+1
oz —t)= nE:O 5 P, (z)P,(t) (1.25)
Rekurzidk:
Pu@) = 2" Lop i) - "l @) (1.26)
n

A derivaltakra elsérendii diff-egyenletek, de t6bb index van benniik (szemben a Legendre-egyenlettel: egy index,
de mésodrendi)

2n+1)Py(x) = Py (2) — Py (2) (1.27)
(n+1)P,(z) =P, (z) — xP,(x) (1.28)
(1 —2?)P.(z) = nP,_1(z) — nxP,(z) (1.29)
és hasonlbak (az el6z6ek kombindcioi)
Biz.:
i) differencidlva a generatorfiiggvényt u szerint
0 T—u
— = - - 1.
5,90 W) = 7= 2xu+u29(ﬂc,U) (1.30)

kapjuk, hogy

(a:—u)ZPn(x) = (1 - 2zu+u?) ZnP -1

n=0 n=0



amibél u™ egyiitthatdira

2P (z) — Pho1(z) = (n 4+ 1) Ppy1(z) — 22nPy(z) + (n — 1) P_1(x)

(2n+ 1)aP,(z) = (n+ 1)Py1(x) + nPy—1(x)

vagy n — (n — 1) helyettesitéssel

(2n —1)axPy_1(z) =nPp(x) + (n — 1) Py_a(x)

ii) differencidlva a generatorfiiggvényt x szerint

m
1 —2xu—|—u29

gl u) = (2, )

azaz

UZP 1—2xu+u ZP’

n=0

amibél u"t! egyiitthatéira P, (z) = P, () — 2zP,(z) + P _,(z). Megkapjuk a (1.28) formuldt, ha kivonjuk

ennek n-szeresét az elé6bb bizonyitott (1.32) egyenlet derlvaltjabol
(2n+1) (Pu(@) + 2Py (x)) = (n+ 1) P44 (z) + nP,

e A fizikdban rendkivil hasznos és fontos formula

\rirz\ -y (“)nmcosw))

r r
> o \T>

Biz.: A generatorfiiggvény segitségével

1 1 1
! = ahol u=-%

r1-r2| N V12413 = 2rracos(9) > V14 u—2ux rs

1.4. Asszocidlt Legendre-egyenlet

Differencialjuk m-szer a L-egyenletet

dm+1 9 d dm
2 {o-mtel - e np,

Bevezetve az

fliggvényt és elvégezve a differencialast

m+1 k 2\ 12—k
m+1\d"(1—z*) d
S (") et

k=0

kapjuk az u-ra vonatkozé differencidlegyenlelet:

_1(@)

<1 és x = cos(v)

1 -2 —2z(m+1)u ={mm+1)—nn+1)}u

Definidljuk a

@) = (Vi—a?) u=(1-a)% PV (@)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)



fiiggvenyt, némi kézimunka utdn megmutathatjuk, hogy P (x) kielégiti az asszocidlt Legendre-egyenlet:

d 2 d m m2 m m m2 m
A regularis megoldasok, az asszocidlt n-edfoki, m-edrendii Legendre-polinomok tehat
m Jm
Pm(z) = (\/1 - xz) Py (1.43)
x

o Megjegyzés: (—1)™ faziskonvencié gyakori elétte.
e Természetesen, mivel P, n-edfoku polinom, 0 < m < n.

e A Rodrigues-formulaval —n < m < n egész szamokra altaldnosithatjuk

1 m qntm
m _ ) 2 n
PM) = 5 (\/1 z ) @1 (1.44)
Azonban igy nem kapunk 1j megolddsokat, hiszen ekkor
—m _ m (71 B m)' m

e Megjegyzés: Haszndlatos a pym (x) = pm (x) konvencid is

e Példik
Po—
0 T - (1 _ x2)1/2
P cos(1) = sin(d) (1.46)
po (322 -1 p1_ [ Bzl —a?)'/? p2_ [ 31 —2?
27 cos?(9) — 2sin®(9) 27\ 3sin(9)cos(V) 27 3sin?(V)
e Paritds: (—1)" jon Legendre P,-b6l, ehhez még m-szeres derivalds miatt (—1)"" azaz
P (—a) = (=1)""" P(x) (1.47)
e Specialis értékek
P™(£1)=0 m#0 (1.48)
Pl (cos®) = (2n — Dlsin™9 (1.49)
e Generatorfiiggvény
(2m)'(1 B x2)m/2 _ - m s
2mml(1 — 2tx + t2)m+1/2 - Z:O Ps+m(z)t (1.50)
e Rekurzié
2mzx
——Pr =P+ n(n+1) —m(m - 1)} P57 ! 1.51
AP = PP (1) — m(m = 1)} P (151)
@2n+ 1P =(n+m)P" | +(n—m+1)P7, (1.52)
(2n+1)V1—a22P = Pt — pr? (1.53)

Biz.: az utolséra a Legendre polinomok rekurziés formulajat differencialva
@+ )P =P ~Pry = (@t DEM =PV - Py

majd alkalmasan megszorozva

m m+1 m+1
Vic2en+ ) (Viea?) P = (Viee?) R - (Viea?) Rty



e Ortogonalitds és norma:

! Io2
/ PPldx = (n+m) “Opi  azZonos m —re (1.54)
1 (n—m)!2n+1
1 y
PP 1 !
t—rdy = —Mém 7 AZONoS M — re (1.55)
41—z m(n—m)l

Utébbit tigy is felfoghatjuk, hogy P™ és P™ a w(z) = (1 — .732)_1 sulyfiiggvényre vonatkoztatva ortogonalis.
Az elsé ortogonalitasi egyenlet sokkal fontosabb, mert a fizikdban az m = m feltétel tobbnyire mar a ¢p—ben
bekovetkezik.

Biz.: Epptugy mint L-nél

1
0= /_1 {P,’;’;“L[PT’;Z?] — P,;Z?L[Pﬁl]} dz

1 Pm1 pma 1
:{mgqﬁ}/ ﬁ%?%dx—&QMy+D—nﬂm+iﬂ/‘RTP%Mx
-1 1= —1
e Nagyon fontos: Addicios tétel
n —m)!
P? (cos (y12)) = PY (cost1) - PP (costz) + 2 Z MP;” (costy) - P (costz) - cos (m(p1 — ¢2))  (1.56)
= (n+m)!
ami a
cosvy12 = costicos¥s + sinty sintacos(pr — p2) (1.57)

gbémbharomszogekre vonatkozé Osszefiiggés segitségével vezetheto le.

1.5. Masodfaji Legendre-fiiggvények

Megmutathatd, hogy az x = £1-ben logaritmikusan divergal6 végtelen sorokkal definidlt fiiggvények altalanos alakja

Qulz) = %Pn(x)lng

ahol K,, egy n — 1-ed fokd polinom. Ha x = cos?, akkor ezek a ’'z-tengelyen’ szingularis megoldasokat adjak

— Ku(z) (1.58)

e F.Neumann-féle integral-eléallitas

1 [P
Qi) =3 [ (1.59)
e Kiterjeszthet6k a komplex sikra (z # +1)
e Példak
1 1+2
= — 1.
Qo(2) 5 ln1 — (1.60)
1 1
O1(z) = §z~lnli_z —1 (1.61)
1 142 3
=P — =P, 1.62
Qalz) = 3 Po(e) - Ins = — Ri(2) (162
e Rekurziok: Ugyanazok, mint a Legendre-polinomokra, ahonnan kapjuk, hogy altalanosan
1 142z 2n-1 2n —5
=—-P,(z)-1 ———PF,_ ——F P, — .. 1.
Qul2) = Pal) - Ing s = Hom P (2) = oy P2 (163

e Asszocialt médsodfaju Legendre-fiiggvények
m Jm

)= (VI=a2)" S Qu(x) (1.64)

dz™
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FIG. 2: Legendre-fiiggvények
1.6. Gombfiiggvények (spherical harmonics)
Szférikusak, mert a gomb feliiletét paraméterezo (¥,¢) koordindtdkon adottak. Harmonikusak, mert

Laplace-egyenlet megoldésai, azaz a
O, (0) @i (i) ~ P (cosd) e"™?
szorzat alaki megoldasok normalt valtozatai:

20 +1(1— |m])!

[m| im
P} ®
I (= |m)) (cos¥) e

A CRORC

A (—1)™ fézisfaktor a Condon-Shortley-konvencié (klasszikus spektroszképidbol, alterndlé eljeleket ad)

e Ortonormalt rendszer (feliilvonas komplex konjugdltat jelez)
2 T
/ L9, o) Y2 (9, )dQ = Om1,m20i1,12 ahol / ...... dQ = / / ....... sinddidp
© 9

e Teljes (zart) rendszer

o'} l
DY V(W 00V (92, 02) = S(costh — cosia)d(pr — pa) = 6(01 — ¥2)0(p1 — 2)
1=0 m=—1

sinty

amivel a gomb feliiletén értelmezett f(, ¢) fliggvények Laplace-sora

£0.9) = 3 Y (0,9) abol ain = [ T(0.6) (0. 0)d0

l,m

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)
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e Példak
0 _ 1
Y 4ir
%60819 Ylil = :F\/gsim?eii‘p (1.70)
YO % (% 19 - %) YVQil =+ %3Sin19008’19€iiw }/2j:2 = 92 Sszn Je +2ip

e Addiciés tétel (1.56) a gombfiiggvényekkel felirva

4
P(cosmz) = A+l Z V" (91, 1)V (Y2, 02) (1.71)

2. GAMMA-FUGGVENY ES TARSAI

2.1. Gamma mint a faktoralis altaldanositasa

Euler definicéja a komplex sikon

1.2.3...n
T(2) = limy oo * mikézb 0,-1,-2,-3,... 2.1
(2) im z(z+1)(z+2)---(z—|—n)n mikozben  z # (2.1)

e Differenciaegyenlet

I'(z+4+1) =2I'(%) (2.2)
Biz.:
1-2:3---n nz
T'(z+1) =limp—oeo = limy ey —————T,(2) = 2T(2
( ) +D(z+2)--(z+n)(z+n+1) (z+n+1) (2) (2)
e A faktoridlis dltalanositasa
21 =T(z+1) = 2I'(2) (2.3)
hiszen nemnegativ egészekre
T(1) = limn oo i S=1 & nl(n)=T(n+1) miatt  D(n) = (n—1)! (2.4)
n
Specidlisan 0! = 1 és n! = £0o ha n negativ egész
e A valds tengelyen 2! minimuma: z! = (0.46163...)! = 0.88560...
o Integral-elsalllitas csak a fels6 félsikra (Euler)
(oo}
I'(z) :/ e " rdt Re(z) >0 (2.5a)
0
Biz.: A két Euler-féle definicé konzisztens, ugyanis megmutatjuk, hogy
n t n
Th(z)=1(n,z) = / [1 - ] t*7tdt Re(z) >0
0 n
Valéban, parcidlisan integralva (legyen u = t/n)
I(’I’L, Z) =n? fol [1 _ u]” uz—ldu = I(;;n) _ 1- “]n N n f() n 1 w?du
I(z,n n n— 1 an— n—
(nz):;'?%'..z+n—lf0u+ 1du = I(Z’n):n z z+%”.z+72z—l'z-i1-n:F"(z)

mikozben az integrél limesze:

t1" oo
1My — 00 {1 - } =e bt és limp o I(n,2) = / e Pt
n 0
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; = X
-5 -3 -1 <+ 5
+ 2
+ -3
|
+ -4
+ -5
FIG. 3: 2! =T'(z 4+ 1) a valds tengelyen
e Ekvivalens integrélok (a fizikdban gyakori)
o) 5 1 1 z—1
I'(z) = 2/ e Ut At Re(z) >0 vagy I'(z) =/ [ln(t)] dt Re(z) >0 (2.6)
0 0
o Félegész értékekre el6bb
1
I(3)=v7 (2.7)

majd I'(z+1) = 2I'(2) rekurziéval tovabb....  Biz.: Példéul az el8bbi integrdlokkal I'(1/2) = 2 [, e Vdt =7

o Weierstrass-szorzat eléllitds a |z| < oo teljes komplex sikon

= ze? H {1 + %} e */™ ahol  ~ =0.577216... (Buler-Mascheroni konstans) (2.8)

n=1

I'(z)

Biz. Az Euler-sorozatot atirjuk

1 —z (Z+1)(Z+2)(Z+n) —z-ln(n) - Z
= 1 —_—
noz 2.3---n =€ NHI[—’—m}

majd bovitjiik az

1 1 -
exp([1+2+...+n] z) = Hez/m

m=1

kifejezéssel. Ekkor

Fnl(z) =z-emp([1+;+...+i—ln(n)} z) ﬁ [1+%} o—z/m

m=1
és

1 1
limp— o0 [1 + 3 + .+ o ln(n)] =~ =0.577216... (2.9)
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o A Weierstrass-el6allitas segitségével megmutathatd, hogy

P01 —2) = —

sin(zm) (2.10)

Biz.: Felhaszndlandé a sin(x) fiiggvény egyébként is igen hasznos végtelen szorzat alaki el6éllitdsa

sin(z) = x H [ n%z} (2.11)

Kovetkezmény: Megintcsak ldthatd, hogy I'(1/2) = /7. Tovabba

Tz

I(—2)! = 2.12
e Megjegyzés: gyakorta hasznélatos a két-faktoridlis
2 1!
@n+1)=1-3-5---(2n+1) = (;Ln;') & (201 =2-4-6---(2n) = 2"n (2.13)
n!

2.2. Digamma, Polygamma

Sziikség lehet a Gamma-fiiggvény deriviltjaira, de ez kényelmetlen az eredeti (2.1) szorzat alakban. fgy inkabb az
In(T'(2)) =lim[in(n!) + z - In(n) —in(z) — In(z + 1) — ... = In(z + n)] (2.14)

logaritmus-6sszeg differencidldsdval foglalkozunk. A poligamma- (di-, tri-, tetra-, pentagamma....) fliggvényeket a

dm+1
W (z) = Wln (T'(2)) (2.15)

médon definigljuk. A ¥ = ¥ digamma-fiiggvény ezek szerint

1
U(z) =lim |In(n) — 6s dltaldban W™ (2 )™ hm! 2.16
(2 ™3 () = ZHW (216)
o Megjegyzés: Szokésos alternativ definicié a
. dm+1 dm+1 . 1 . m e
T (2) = Tt (&) = i (0(2)) = (—1)"ml e + oM (z) = ) Z o (2.17)
k=
specialisan
~ 1
U(z) = 2 + ¥(2) (2.18)
e Rekurzié (Differenciaegyenlet az eléz6b6l, hiszen W™ (z) = W) (2 4 1))
(24 1) = (=1)"m!—— + B (2) (2.19)

m+ 1

e Weierstrass-szorzat alapjan

S I et

n=1
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6
5 -
Tk
3k
2+ d :
o In (x!)
N THu 1
i In (x!)
0}
-10 F
-1.0 0 1.0 20 3.0 40
X -

FIG. 4: Poligamma-fiiggvények

e Specidlis értékek (az el6bbibdl)

k k-1
. - 1 1
U(0) = —~ és U(k) = — — valamint ¥(1)=—y és (k)= — - 2.21
O= =7 é T =7+ D00 valamint W)=y b W=D (2
tovabbé
50m) () — (_1)m+1 _ o) - = . N
T (0) = (1) mli{(m+1)=9")(1) ; m=1,2,3... és C(”ﬂ*Z* a Riemann-zeta fgv. (2.22)
nm
n=1
e MacLaurin-sor
fi@" D(0) = 2+ S ) (223)
n=1 n n=2 n

konvergens, ha |z| < 1. Kivdléan alkalmas val6s vagy komplex szdmok faktoridlisdnak szamitdséra.

e Sorok Osszegzése. Hasznalhaté racionalis tortekbdl allé sorok Gsszegének a meghatarozdsara. Ha a szamldaléban
lev6 legmagasabb indexhatvany legaldbb kettovel kisebb, mint a nevezében, akkor parcidlis tortekre bontunk.
Digamma, poligamma felismerhet, elovessziik a kivant numerikus értéket.

Példa: Catalan-allando

e} (71)k oS} 1 o) 1
K - S ——— j = _ — —
ahol szétvalogattuk a k = 2n es a k = 2n+1 kiilonbozé elGjeliieket. Felismerhet6, hogy a poligamma-fiiggvénnyel
ez
8 . 1ym LG
K= 9 + E\II (1/4) — 1—6\11 (3/4) = 0.91596559... (2.24)

2.3. Béta-fiiggvény

Két szédm faktoridlisainak szorzatat (2.5a) alapjan integrdlok szorzataként is felirhatjuk

2

a (l2 a a
mlin! = limazﬁoo/ e “u"du / e “u"du = lima_>oo4/ e g2mH gy / e_y2y2”+ldy (2.25)
0 0 0 0
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Az utébbi integralok limesze felfoghaté gy is, mint a negyedfélsikra vald tartomdany-integrélas. Attérhetiink
polarkoordinatakra:

0o /2 /2
min! = 4 / e p2mAnt3 gy / cos”™H(p)sin®" T (p)dp = 2 - (m +n + 1)! / cos”™ () sin®" T (p)dy
0 0 0

Innen szarmazik a Béta-fiiggvény definicidja:

m!n! /2
Bm+1ln+1l) = ——— = 2/ cos®™ L (p)sin® L (p)d 2.26
( )= =2 (p)sin®™ 1 (p)dp (226)
illetve nem egész szamokra is altalanositva
L(p)L(q)
Bp,q) = 2.27
PO =T 4 220
e Integral-eloallitasok

1
Blm+1,n+1) :/ - rdt (cost — 1) (2.98)

0

1
= / 21 — 2?)dx (t — %) (2.29)

0

:/OO Mg (= /(14 ) (2.30)
o

1 + u)m+n+2

e Megemlitend$ az Incomplete (nem teljes) BETA’ integral-fiiggvény

B,(m+1,n+1)= / t" (1 —t)"dt (2.31)
0

2.4. Incomplete Gamma és rokonai

Az Euler-féle Gamma-integrélt a felsd hatér figgvényeként tekintve értelmezziik az Incomplete (hidnyos, nem teljes)
Gamma-fiiggvényeket

xT o0
v(a, z) :/ e 't dt  és T(a,x) :/ e "t ldt Re(a) >0 (2.32)
0 T

A két fliggvény egymds komplementere, abban az értelemben, hogy ~v(a,x) + I'(a,z) = T'(a).

e Pozitiv egészekre (a = n) az integralds elvégezhetd

y(n,x) = (n—1)! (1 —e " z_: j) (2.33)

s=0

e Hibafiiggvény (Error function)

2 z 2 1
erf(z) = —/ e ldt = —=~(1/2,2%) (2.34)
VT Jo VT
e Integralexponencidlis
e8] e—t 0 e—t
Ei(z) = / Tdt (larg(z)| < m)  és csak valds © —re — FBi(—z) = / Tdt = Ei(x) (2.35)
z xz

Utébbi logaritmikusan divergdl 2 — 0 kortil. Nyilvanvald, hogy Fi(z) = T'(0,z) = limg—o [['(a) — v(a, z)]
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o Integralszinusz

= sin(t  sin(t 1
Si(z) = / %()dt és si(2) = Siz) 5 = - / s”iﬂdt tovibbé  si(x) = o [Bilir) — Bi(~iu)
0 T
(2.36)
Integralkoszinusz
. * cos(t) o . 1. .. o
Ci(z) = — Tdt amibdl  Ci(x) = 3 [Ei(iz) + Ei(—ix)] (2.37)
Integrallogaritmus
liw) = [ -2~ Bin(@) @>1) (2.38)
~Jo In(w) .
Ey(x)
erfl x 2l
: ;
3 Cilx)
si(x)
. X s /><\ (e o ;
-2 =1 | 2 N 10
1
g ] i i 1 A A e - - R
02 04 06 08 10 12 14 16
Hibafiiggvény Integréalexponencialis Integréalkoszinusz és integralszinusz

FIG. 5: Integral-fiiggvények

Az elébbiekben bevezetett fiiggvények (és dltaldban a speciélis fiiggvények) definiciéja nem egységes. Gyakori, hogy
eléjelben és konstansokban az iméntiektdl eltéréen hasznaljak oket.

3. TOVABBI ORTOGONALIS FUGGVENYEK (POLINOMOK)
3.1. Hermite-polinomok

e Generatorfiiggvény

_—t?42tx — "
glz,t) =e fZOHn(x)a , —00<T <00 (3.1)
e Rekurzio

—2nH, _1(x) 4+ 2xH,(z) = Hyp11(z)  és 2nH,_1(z) = H) (z) (3.2)

Biz.: Elébbi

dg(x,t) > " - =1
o = 2t-wglxt) = -2t gc)ngoﬂrn(m)H = ;nﬂn(x) — (3.3)
UtGbbi
9g(x, t) - " "

o =2Aglnt) = 2ty Hy () = Zbrn(x)m (3.4)



16

e Példak: A generatorfiiggvénybdl

Jg(z,t)
ot

g(z,t) = g(x,0) + b .=142z-t+ ... =  Hy(x)=1 és Hi(x)=2x (3.5)

t=0

majd rekurziéval

Hy(z) =42® —2 ; Hs(z) =82° — 122 ; Hy(x) = 162" — 482% +12 ; Hs(x) = 322° — 1602° + 120z (3.6)

10

MHay(x)

|

¥
-
[ ]

FIG. 6: Hermite-polinomok

e Specdlis értékek

s e (=12 > n)! ¢2n n)!
g0, =t =3 :ﬁ) =S (-1 Qn‘>'<;n)' N HQH(O):(A)H(QH,)' & Hanir(0)=0 (3.7
2 T U (2n)! .
e Parités:
g(—x,t) = g(x,—t) — Hp(-z)=(=1)"Hy(z) (3-8)

e Rodrigues-reprezentacid

H,(z) = (-1)"e" dx—nefz (3.9)
Biz.: A generatorfiiggvénybol
— —t22tx — z? —(t—x)> 4 ai —(t—x)? — (_ nﬁ —(t—x)?
glx,t)=e e’e és B € (-1) 5
miatt
a" 2 O" 2 2 0 2 2 d" 2
Hy(z) = z—g(z,t)] =e" ——e 77| =(-1)"" e = = (—1)ne” -
otn 0 otn 0 oxm ‘0 dz™
e Polinom-alak példdul g(z,t) x szerinti hatvénysorabdl
[n/2] nl
H,(z) = —1)*(2z)" " ———— 3.10
)= 3 e (310)

e Integral-el6allitas

! t
H,(x) = Qn—m ]{ gt(i’_l)dt az origét koriilvevé zért gorbére (3.11)



e Differencidlegyenlet: (Rekurzids formuldkbdl tovébbi differencidlassal)
H//(x) — 2zH] (x) + 2nH,(z) =0
e Hermite-fliggvények
. 7@2/2 . o :62/2
on(x) = Hy(x)e illetve H,(z) = pn(x)e
A figgvényekre atirva a differencidlegyenletet kapjuk, hogy
(@) + (2n +1 = 2*)pn(z) =0
ami ldthatéan onadjungalt.
o Kovetkezésképpen az Hermite-fliggvények ortogondlisak
oo
/ Om (@) pn(x)dx =0 m#£n
—0o0

amibdl az Hermite-polinomok a w(z) = e —a? sulyfiiggvény szerint ortogonalisak

/ H,, )eiIdezO m#mn

e A Hermite-fiiggvények teljes fiiggvényrendszert alkotnak az L?(R) Hilbert-téren.

e Norma

/OO on(T)pn(x)dz = /_Z Hi(x)e_wzdx = 2"/mn!

—00

Biz.:

— 0 n=0
segitségével
) > tn gm [eS] ong ntn
Vit = 3 S [ @) (e de oy fz
n,m=0 YT n!

3.2. Laguerre-fiiggvények

e Generdtorfiiggvény: A z-szerinti Maclaurin-sor egyiitthat6i az L, (x) Laguerre-polinomok

e—acz/(l—z)

9(#.2) = ——

n=0

e Rekurzié

—nLlp_1(z)+(2n+1—2)Ly(x) = (n+1)Lyyi(x) és nLy(x) —nL,_1(x) =

e Indulénak a generdtorfiggvénybdl
Lo(z)=1; Li(x)=—-x+1

majd rekurzidval

ANo(x) =2® —4x +2 ; 3Ls(x) = -2 + 922 — 182 +6 ; 41L,4(x) = 2* — 1623 + 7222 — 962 + 24

oo oo
—x? 2?24 2tx —s242sx 7(zftfs)2 2st _  —x? v
/ {g(x,t)g(:c, sl =e e e =e et =e g H,(x) o

} dzr
m!
/ H2 e dx

:ZLn(x)z” |z] <1 0<z<o0

17

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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FIG. 7: Laguerre-polinomok

e Specidlis értékek

Ln(0)=1 (3.21)
e n-edfoku polinomok, nincs paritdsuk
e Rodrigues-reprezentacid
e’ d" n_—x
e Hatvanysor
PRE T e Lm—— AR Y (] 3.23
e — (n —m)m!m!™ — m) m! '
e Differencidlegyenlet (Laguerre-diffegyenlet)
zLl(z)+ (1 — )L, () + nL,(z) = (3.24)
e Laguerre-fiiggvények
on(x) = Ly(x)e™/? azaz L,(z) = on(x)e™/? (3.25)
bevezetésével
2, (@) + ¢n(x) + (n+1/2 = x/4)pn(z) =0 (3.26)
ami Onadjungalt egyenlet.  Nevezetes megjelenés: a kvantummechanikdban a hidrogénatom radialis

Schrodinger-egyenlete.

e Ortogonalitds (L,, az e~ ? stlyfiiggvényre ortogondlisak a 0 < z < oo intevallumon), norméltak
(oo} oo
/ oo (@) o (@) = / Lon(@) L (2)e " = Gy (3.27)
0 0
e Asszocialt Laguerre-polinomok

Ly(2) = (=1)" 5 Lnyk(2) (3.28)



e Rodrigues-formula

—k x dm
Ln(w) = = g (@74e)

e Hatvanysor

L) = Z(il) (n—m)!(k—i—m)!m!x b=l
m=0
e Generatorfiiggvény
—wz/(l z) A
g (z,2) = k+1 ZL |z| <1 0<z<o0

( —_
e Specidlis értékek

(n+k)!
nlk!

n
e Ortogonalitas

o0 !
/ LF (2)LF (2)2be %de = Mémm
0

m n

e Asszocialt Laguerre-fliggvények

n(x) = Ly (@)2"/2e/2

és a vonatkozo asszocidlt Laguerre-differencidlegyenlet

. x 2n+k+1 k2
$¢z//+¢5/+<_4+2—4x>¢k:0

3.3. Csebisev-polinomok

(Chebyshev, Tschebyscheft,....)

e Utraszférikus- vagy Gegenbauer-polinomok csaladjabdl

B C@ (g <1 |t <1
(1—2xt+t2 Z =1 g

spec. a = 1/2 volt a Legendre-polinom, most

o II. fajui Csebisev: o = 1, ami a viszonylag ritkan fordul el6 és egyszertiien C’,(Il)(x) =U,(x)

e I. faji Csebisev: a = 0, de évatosan az o — 0 Adtmenettel (a bal oldal ilyenkor azonosan 1 lenne).

derivalva:

. o ()
—a(—2z +2t) ch T (x—1t) :Zﬁcn (x)tnq

(1 — 2xt +¢2)* T (1-2et+2)" 42 «
Bevezetjiik a

co _ G
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(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

El6bb

(3.37)

(3.38)



jelolést, majd az (3.37) egyenletet megszorozzuk 2t-vel és hozzdadunk 1-et:

1 —¢2

o0
n
= ) ()
1—2xt+t2_1+2;20” (@)t

Definicio:

no® n>0
T”(x):{ 0l

Generdtorfliggvény: (a hatardtmenet ledolgozasasval)

1—¢2

n=1

o Rekurzié
Un+1(2) = 22U (2) + Up—1(x) =0 és  Thya(z) — 22T (x) + Tho1(x) =0
(1 —2*)U. (x) = —nzUy(x) + (n+ DUp_1(x) é (1 — 2T (x) = —naTy,(z) +nTp_1(x)
e Differencidlegyenlet (az ultraszférikus diffegyenlet speciélis esete)

(1 — 2T — 2T, +n’T, =0 és (1 —2*)U) — 32U, +n(n+2)U, =0

e Példik
To(x)=1, Ty(z)=2 , To(x)=22> -1, Ty(z)=42® -3z , Ty(z)=82" — 822 +1
Up(x) =1, Ui(z) =2z , Us(z)=4a® 1, Us(x) =82 —da , Uy(x)= 162" — 122> +1
e
& Ualx)
Ty(x) U.:(”
Uyix)
=) B I ;
—
T x)
TAx)
9
Els6faju Maésodfaji
FIG. 8: Csebisev-polinomok
e Specialis értékek
To(—2) = (=1)"Tp(x) , Ton(0)=(=1)" , To,11(0)=0, T,(1)=1
Up(—2) = (=1)"Up(x) , Uz,(0) = (=1)" | Ugps1(0) =0, Up(1)=n+1

20

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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e Ortogonalitéds

+1 0 m#mn +1 -
/ To() T (2)(1—2?)"V2de = 7/2 m=n#0  és Upn (2)Upn (2)(1 — 2)Y2dz = —6,,,n (3.49)
-1 T m=n=0 -1 2

o Trigonometrikus alak. Az x = cos(?) helyettesitéssel beldathatd, hogy T, (cos(¥))-ra a (3.37) differencidlegyenlet
alakja
d? 9
— T, T, = .
5 Tu + 07T, =0 (3.50)

A differencidlegyenlet fluggetlen megolddsai T,, = cos(nd) , V,, = sin(nd). Hasonléan beldthatd, hogy
Uysin(9) = sin(n + 1)9 és Wysin(¥) = cos(n + 1)9 az elséfaju Csebisev-fiiggvényekre felirt ultraszférikus
differencidlegyenlet megolddsai. Mikézben T, és U, polinomok (pl a rekurzidkbdl lathatéan), a V;, és W,
fliggvények nem azok, hiszen

Va(@) = (1= 220, 1(2) 5 Wa(@) = (1 - 2%) "2 () (3.51)
4. BESSEL-FUGGVENYEK
4.1. Els6faju Bessel-fiiggvények

e Generatorfliiggvény:  g(z,t) Laurent-sordnak egyiitthatéi. a Jy(x) elséfaji, és mn-edrendli (egész
indexti)Bessel-fiiggvények

w\»—t

o
gz, t) = e3! Z t#0 , —00 < T < 00

Ez a definici6 kiterjeszthet6 a komplex sikra (z = z).

e Hatvénysora (kis a-re numerikus értékek ezzel szdmolhaték)

o T 2s+n -1 s
) =3 (3) ((Jrn))" (4.1)

Biz.: A generatorfiiggvény hatvanysordabdl

i3 (5) Ra(E) L e () s ) e

s,r=0 n=—oo s=0

—1/2

e Oszcilldl, de nem periodikus (kivéve © — o00), amplitidéja csokken x szerint (lasd a differencidlegyenletnél).

e Nem feltétleniil egész indexre és a komplex sikon is regularis (egész) fiiggvény a hatvénysor altaldnositdsa

19=G)2(-F) weTm (1)

s=0

e Negativ egész indexre a hatvanysorbdl

(oo} S
x\ —n+2s (_1)
J_n(z) = (—) ) (4.4)
— o)l
i \2 (s —n)ls!
de (s—n)! > o0 has=0,1,...n— 1. Attérve az r = s — n Osszegzd indexre

T\ n+2r (_1)r+n

Jon(z) = i (5) T (4.5)

r=0
ekkor azonban azt latjuk, hogy nem kaptunk 1j fiiggetlen fliggvényeket, hiszen
() = (~1)" Ju(x) (4.6)



Jolx)

J‘(x}

FIG. 9: Els6faju Bessel-fiiggvények

o Integral-eléallitds: A generdtorfiiggvényben végezziik el a t = e helyettesitést. Ekkor

(t—1/t)=e? —e ™ =2 .s5in(f) = =0 = Z T (x)en?

n=—oo

a valds és a képzetes részeket szétvalogatva

cos(z - sin(0)) Z )+ J_n(x)) cos(nd) = )+ 2 Z Jon (x)cos(2n)

sin(zx - sin(0 Z _n(x)) sin(nb) = 2 Z Jan—1(z)sin((2n — 1)0)

Integral-el6allitasokat kapunk, ha kihasznaljuk, hogy a trigonometrikus fiiggvények ortogonalisak, azaz

/ sin(nd)sin(m0)do = g‘sn,m ; / cos(nf)cos(mb)dd = g5n,m ha (n,m #0)
0 0
amibdl

1 . IJn m=2n-—1

- sin(z - sin(0))sin(mb)do = { 0 m=on

Jn m=2n
0 m=2n-1

S
No\

cos(x - sin(f))cos(mb)df = {
illetve kombinélva Oket

Jn(z) = % /07T cos(nf —x - sin(6))dd n=0,1,2,...
Altaldnosabban

In(z) = (0l /OTF > cos(n)dd n=0,1,2, ...

Kiilonosen gyakran hasznos

1 o ix-sin(0) 1 o ix-cos(0)
Jo(x) = e df = 5 e d
0 T Jo

e Rekurzidk

Taa(@) + Ja (@) = D) € Jna(@) — T (@) = 27, (2)

22

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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vagy kombindltak

In—1(x) = an(x) + J,(z) ; % [" T (x)] = 2" Tp—1(z) ; % (27" T (2)] = =27 " g () (4.17)
Biz.:
Ogwt) = ga(l+ ooy = Y0 k@i ds Sglet)= (- el )= Y Ty

Stabilizal6 sszeg g(z, 1)-bél
2)+2Y  Jon(z) =1 (4.18)

Addiciés-tétel
Wz +y) = Z Ju( (y) (4.19)

Biz.: Hasznéljuk ki, hogy a generdtorfiiggvényre g(x + y,t) = g(x,t) - g(y,t)

4.2. Bessel-féle differencidlegyenlet
Rekurziékbdl megmutathatd, hogy az els6faji Bessel-fiiggvények kielégitik v = mn mellett az alabbi
differencidlegyenletet
22 I x4 (2* =), =0 (4.20)

Ez a Bessel-differencidlegyenlet, megolddsai tetszdleges (nem csak egész) v mellett érdekesek.
A differencidlegyenletet mésik hasznos alakja

u, (2)
VT

Aszimptotikus alak: Nagy z-re az aszimptotikus egyenlet u!, + u,, = 0. Ebb6l a Bessel-egyenlet megolddsaira
megallapithatjuk, hogy

J,(z) = helyettesitéssel a?u!! + (2?2 — v + =0 (4.21)

7

Jo(x) ~ Qcos(z +4,) , ha |z|>>v (4.22)

VT

A mésodrendii differencidlegyenletnek a (4.1) hatvanysorral (n < +uv cserével) adott J, és J_, két fiiggetlen
megolddsa, ha v nem egész szadm. Lattuk az (4.6) egyenletben, hogy v = n esetben J,, és J_, nem fiiggetlenek,
ilyenkor 1ijabb megoldast kell keresniink.

4.3. Neumann- és Hankel-fliggvények

Minden v-re j6 definicié a Neumann-fiiggvény (médsodfaji Bessel-fgv.)

Jy(x) - cos(vm) — J_,(x)
sin(vm)

N, (z) = (4.23)
hiszen v # n-re J, es J_, fiiggetlenek linedrkombinacidja, tehat kielégiti a Bessel-egyenletet, és J,-t6] fliggetlen.
Egész indexre mind a szamldlé, mind a nevez6 nullava valik, meg kell mutatnunk, hogy a definicié ekkor is
értelmes. A L’Hospital-szabdly segitségével v = n-re

o) — L1, (x) - cos(vm) — J_, ()] _ —J, -wsin(vm) + J, - cos(vm) — J_,
M) = <L [sin(v)] . B mcos(v)

= 2 [ 1y

™

(4.24)
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ahol bevezettiik a J, = d%J,, jelolést. A Bessel-egyenletet differencialva v-szerint

22 J 4z + (22— 0?)J, =20, (4.25)

majd alkalmas kombinacidjat véve a v = +n két egyenletnek kapjuk, hogy a Neumann-fliggvények ekkor is
kielégitik a differencidlegyenletet:

22N} + 2N} + (2* —n*)N,, = 2?” (Jo — (=) J_p) =0 (4.26)
e A Bessel-egyenlet altalanos megolddsa tehat
yo(z) = A-Jy(x) + B Ny(x) (4.27)
e N, (z) logaritmikusan szingularis  — 0 esetben, pl.
No(z) ~ %(lnx+7—ln2)+o(x2) r<<l1 (4.28)
Na(x)

i " " A " i m x
WIO\

FIG. 10: Masodfaji Bessel-fiiggvények

e Az els6- és masodfaji J, és N, fliggvénypér helyett szokds bevezetni a Hankel-fiiggvényeket

H®Y =J,+iN, é& H® =J,—iN, (4.29)

e Kis argumentumokra a hatvanysor eleje...

2 -1 /2\"
Hél)(x)~1+i;(lnx+7—ln2)+ ...... Hy)(x)rv—z'% (x> F oy v>0 (4.30)
2 — 1) /2)”
Héz)(x)wl—i;(lnx+7—ln2)+ ...... Hﬁz)(x)~+i% (x> Foey >0 (4.31)

e A Hankel-fiiggvényekre a korabban megismert egyenletek érvényesek, azaz F,, = J,, N, H 1(,1)7 H 1(,2) mindegyikére

2
Fy_1(z)+ Fyii(z) = %Fv(x) 0 Fy_q(x) — Fyyi(x) = 2F (2) ; 2*°F) +oF, + (2* —v*)F, =0 (4.32)
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4.4. Hengerszimmetrikus terek (példa)

Hengerszimmetrikus problémak targyalasanal a Helmholtz-egyenlet
AT+ k2T =0 (4.33)

megolddsakor a U(p, ¢, z) = R(p)®(p)Z(z) szeparicidval a

4 R bn) + 0 Rull) + (9 = v) R k) = 0 (434)

radiélis egyenletre juthatunk Felismerhetd, hogy ez éppen a Bessel-egyenlet, tehat R, = J,(kp). Tekintsik az
R, (ka) = 0 peremfeltételnek megfeleld megolddsokat, melyek a (diszkrét) k,, értékek mellett fordulhatnak csak
el6

Ay n

R} (ka) = J,(knp): Ju(kpa) =0 — k,= (4.35)
Ezek a megolddsok a megfelel6 Bessel-fiiggvény o, ,, zéréhelyeivel hozhaték kapcsolatba.
e A kiilénbozd k,, értékekhez tartozé megolddsok ortogondlisak a [0, a] intervallumon
/ pJV(ozmg)J (ym = )dp 0; n#m ; J (o) =0 (4.36)
0
e Norma
¢ ’NE a? 2
P [Ju(aun*)] dp = 9 [Ju41(cwn)] (4.37)
0 a
e Fourier-Bessel sor (megelSlegezve, hogy adott v indexi(i Bessel-fiiggvények egy {Ju(ay7j§)}j?o:1 sorozata teljes
rendszer)
ZCVJJV ozuj ; 0<p<a; v>-1 (4.38)
j=1
Con = / fp) o (apn=— )pdp (4.39)
a? Jut1 aun

azaz elegendéen jol viselked6 fﬁggvények Bessel-sorba fejthetok.

e Kontinuum atmenet [0,a] — [0, 00) esetén o, — folytonos gyoksk, és J,(ap) zrt rendszer

/000 pJy(ap)d, (o p)dp = éé(a —a) ; v>-—1/2 (4.40)

4.5. Modositott Bessel-fiiggvények

e Difftiziés-, vagy hullamegyenletek
AT — k20 =0 (4.41)

hengerkoordinatakban valé szeparacidja utan a radialis egyenlet

P LR k) + 9 k) + (K7 = )R, (k) =0 (1.42

Ez a k = ik cserével atmegy a korabban targyalt Bessel-egyenletbe, a megoldasok tehat a Bessel-fiiggvények
imaginarius argumentummal
~ F,(iz) ahol F =J vagy N (4.43)

Miutdn az igy bevezetendé fliggvények olyan kapcsolatban vannak a Bessel-fliggvényekkel, mint a hiperbolikus
fliggvények a trigonometrikusakkal, szokas ket hiperbolikus Bessel-fiiggvényeknek is hivni.



e Origéban regularisokra konvenciondlis valasztds

L(x) =iV J, (i) = e 5 J, (e F )
e Hatvanysor (eredeti (4.1) sorbdl lathatéan a (-1)° szorzéfaktor kiesik)

Iy(z) = io m (g)QSiV

o Rekurzi6 a J,(x) = i" I, (—ix) visszairdssal a kordbbi rekurziékbdl pl.
2v , ,
I,_1(z) = Iypa(z) = 71};(1‘) és I,_1(x) + Lypa(z) = 21, (x)

e Egészekre sajnos tjbdl
In(z) = In(x)

igy sziikséges linearisan fiiggetleneket taldlni helyettiik. Ilyen pl. a Hankel-fliggvényekbdl

K,(z) = ="+ HD (iz) = %i"“ [, (iz) + iN, (iz)] =

2 v 2 sin(vm)

Ezzel a vélasztassal K, (x) valos értékill (valds z-re).

2

FIG. 11: Mdédositott Bessel-fiiggvények

o Integral-eloallitas
1 ™
Iy(z) = —/ cosh(z - cos(6))df
T Jo

Ko(z) = /000 cos(x - sinh(t))dt = >0

ml_y(2) — I(z)
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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4.6. GOmbi (spherical) Bessel-fiiggvény

A AV + k*¥ = 0 Helmholtz-egyenlet (r,1, ) gombi koordinatdkban valé szepardcija utdn a radidlis egyenlet
alakja:

d? d
P R+2r— 22— ))R=0n=0,12,.. 4.51
T dr2R+ TdrR+(k r“—nn+1)R=0n=0,1,2, (4.51)

Ahogy a szogfliggd rész targyalasandl 1lattuk, az n(n+ 1) a Legendre-egyenlet levalasztdsakor keletkezett. Az egyenlet
az R(kr) = F(kr)/vkr helyettesitéssel Bessel-egyenletbe megy at

d? d 9 9 2 o x

s F+r—F+ (k"= (n+1/2))F=0 n=012,.. amibél F=J, 1 (4.52)

2
" dr? dr

e Altaldban a Bessel-fliggvényeket elemi fiiggvényekkel nem tudjuk megadni, az itt elékeriilé félegész indextiieket

azonban igen. Megmutathatd, hogy

nyr(@) = % (An(x) - cos(x) + Bp(x) - sin(x)) (4.53)

ahol A, (z) es B, (x) n—edfoku raciondlis egész fiiggvénye 1/z-nek

e Gombi Bessel-fliggvénynek altaldban a

)=\ [ Ds) @ 2\ [ Ny @) L W@ g ) =12 (15)

definiciokkal adott fliggvényeket nevezziik.

e Példa
jo(w) = == no(@) = =25 k(@) = —fe (4.55)
jl (.13) _ ngz) _ COZ(I) n (1‘) _ _co;gx) - sznw(:t) ]'L(() )(Z‘) _ %6_11
o6 | 03 L
0.s e
02
04 Julx)
0.3 | b
2 Jalx)
0.2 0 e 53
\‘ 1
- 2 a ® ] %m - oo L
—0z } SRR
—0.3 —-04
Elsé6faju Maésodfaji
FIG. 12: Gombi Bessel-fiiggvények
e Kis argumentumokra, = <<'1
) ™ (2n — 1N
Jn(@) ~ m ) Nin () ~ T (4.56)



o Aszimptotikusan, = — oo (pontosabban z >> n(n+1)/2)

. 1 nmw 1 nmw
Jn () ~ ;sm(m - 7) , o Mp(x) —;cos(x - 7)
e Rekurzi6 f, = jn , nn , hgf ) barmelyikére
2n+1

fo1 (@) + o (2) = fala) & nfn-1(x) = (n+1) fas1(z) = (20 +1) f(2)

X

e Rayleigh-formula (indukciéval bizonyithatd)

e Ortogonalitds I (zéréhelyekre)

a3

Y T r : ‘
| #2in 2 )inang 2 = 5 Gna(@m )y 5 n(atng) =0
0 a a

e Ortogonalitds II (indexre)
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(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)



