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Eloszo

A segédletet els6sorban azon hallgatok figyelmébe ajanlom, akik az elméleti mecha-
nika el6adést és gyakorlatot hallgatjdk. A célom az volt, hogy didhéjban dsszefoglaljam a
differencidlegyenletek fobb tipusait és azok megoldasi fogdsait. Ezeket példdkon és meg-
oldott feladatokon keresztiil mutatom be. A fontosabb tételeket természetesen kozlom,
de a preciz bizonyitdsok kozlését nem tekintettem feladatomnak. Ebben a segédletben
igyekszem minél tobb, a fizikabdl vett példaval érzékeltetni, hogy milyen fontosak a dif-
ferencidlegyenletek.

Szeged, 2013. szeptember 2.



1. fejezet

A differencialegyenlet fogalma.
A differencialegyenletek osztalyozasa.

1.1. Definicio. Fiiggvényegyenletnek nevezziik az dsszes olyan egyenletet, amelyben az
ismeretlen, amit keresiink egy fiiggvény és nem egy skaldr (szam).

1.2. Példa. Vegyiik a kivetkezd fiiggvényegyenletet: f(z) (f(z) — 3z) = —2z2.
Atalakitds utan f(z)-re egy masodfokii egyenletet kapunk

fA(x) — 3z f(x) +22% = 0.

Behelyettesitve a megoldoképeletbe a kovetkezd két fiiggvényt kapjuk megolddsul :
filw) =z és fo(z) = 2a.

1.3. Definicié. Differencidlegyenletnek nevezziik az olyan fiiggvényegyenleteket, amely-
ben az ismeretlen fiiggvény és a differencidlhdnyados-fiiggvényei (derivdltak) ugyanazon
a helyen szerepelnek.

1.4. Példa. % — 4sin®(z) = 1 vagy roviden 3y — 4sin’*(z) = 1. Az y = y(x), azaz

csak az x fliggetlen véltozo fiiggvénye. A probléma valdjdban egy integral kiszamitdsira
redukalddik.
y = / (1+4sin*(z)) dz = /1dx + 4/sin2(x)dx

/1dz:x+01.

Hasznaljuk a sin?(z) + cos?(x) = 1 és cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) Osszefiiggéseket.
Kapjuk, hogy 4 sin?(z) = 2(1

4/sin2(x)dx =2 [ 1dx — 2/cos(2x)dx = 2(xz + Cy) — (sin(2x) + Cj).

A teljes megoldas:
y = 3z —sin(2z) + (C1 + Cy — Cs).

Legyen C' = C; + Cy — C' konstans.
y =3z —sin(2z) + C.

Ellendrizhetjiik az eredményiinket, ha differencidljuk a kapott y fiiggvényt.
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Lathattuk, hogy a legegyszer(ibb differencidlegyenletek megolddsa nem mas, mint egy
integralési feladat. Erdemes alapos gyakorlatot szerezni az integraldsban miel6tt differen-
cidlegyenletekkel foglalkozunk.

1.5. Definicid. Kozonséges differencidlegyenletrdl akkor beszéliink, ha az ismeretlen fiigg-
vény egyvdaltozos.

Tokéletes az ( 1.4)-ben targyalt feladat, hiszen az y csak az z valtoz6 fiiggvénye.

1.6. Példa. ¢/ + 5 = 5a.
y = / (bx — 5%) dx.
z1n(5)

Az integralds el6tt frjuk 4t az 5-t a kovetkezSképpen: 5* = e .

Y= 5/xdx—/exln(5)d:c.

5/:L*dx: gx2+01.

5T
/exln(5)d$ — 1_ + 02.

n(5)
Legyen C' = () — (% konstans. A teljes megoldas:
5 , 5*
=_z° — C
y=at In(5) *

Ellendrizhetjiik az eredményiinket, ha differencidljuk a kapott y fiiggvényt.

1.7. Definicio. Parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik azokat a differencidlegyenlete-
ket, amelyekben az ismereletlen fiiggvény tobbvdltozos.

1.8. Példa. A fizikdban sokszor taldlkozunk a hullimegyenlettel. Altaldnosan, ha egy
hulldm (nemcsak mechanikai) a tér minden irdnydba terjed (pl. gdmbhulldm), akkor ezen
hulldmok eleget tesznek a harom helykoordinatatol fiiggé hulldimegyenletnek :

<a?¢ L a?w) 1o

ox2 oy | 922) 2o

A 1 a hullam terjedését leird fliggvény, c pedig a hullam terjedési sebessége. Ha beve-
zetjik A = 88—;2 + 2% 4 PY g, Laplace-operatort, akkor a hullimegyenletet az aldbbi

oy2 T 927
1 0?
A - — —
( c28t2)w 0

tomorebb formaba irhatjuk:
Haladottabb fizikai tanulmédnyaink sordn megismerkediink a D’ Alambert vagy hullam-

operatorral, mely L[] = C%g—; — A\ alakd. Ezzel az operatorral a hullimegyenlet:

W) = 0.

Ebben a segédletben nem foglalkozunk a parcidlis differencidlegyenletek megolddsi méd-
szereivel, de nem szabad elfelejteniink, hogy rendkiviil fontosak a fizikdban és annak
minden teriiletén taldlkozhatunk veliik (pl. klasszikus mechanika, termodinamika, elekt-
rodinamika, kvantummechanika, ...).
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1.9. Definici6. Algebrainak nevezziik a differencidlegyenletet, ha abban az ismeretlen
fiiggvénynek és derivdltjainak csak polinomja szerepel.

1.10. Definicid. Transzcendens a differencidlegyenlet, ha abban az ismeretlen fiiggvény-
nek és derivdltjainak nem csak polinomja szerepel.

A differencidlegyenleteket kiilonféle szempontok szerint lehet osztdlyozni és ennek
eredményeképpen tobbféle jelzdvel ellatni. Ezen megéllapitdsok segitenek nekiink, hogy
melyik a megfelel6 megolddsi mddszer az adott differencidlegyenletnél. Javaslom, hogy
a kitlizott probléma megoldésa el6tt mindenképpen fontoljuk meg, hogy a differencial-
egyenlet milyen tipust.

1.11. Definicié. A differencidlegyenlet rendje az egyenletben szerepld legmagasabb rendii
derivdlt rendszdamdval egyenlo.

1.12. Definicid. A kozonséges differencidlegyenletek koziil azokat, amelyekben az isme-
retlen fiiggvény és ennek derivdltjai legfeljebb csak az elso hatvdnyon fordulnak eld és
szorzatuk nem szerepel, linedris differencidlegyenleteknek nevezik. Minden mds differen-
cidlegyenlet nemlinedris.

1.13. Definicio. Homogénnek neveziink egy kozonséges differencidlegyenletet, ha nem
tartalmaz olyan tagokat melyekben konstans vagy a fiiggetlen vdltozo szerepel. Egyébként
az egyenlet inhomogén.

1.14. Definicié. Ha a kozonséges differencidlegyenletben a fiiggvényt és a derivdltjait
tartalmazo tagok egyiitthatoi dllandok, akkor az egyenletet dllando egyiitthatos differen-
cidlegyenletnek nevezziik.

1.15. Definicié. A nem dllando egyiitthatos differencidlegyenleteket fiiggvényegyiitthatos
differencidlegyenleteknek nevezziik.

1.16. Definicié. Olyan y = F(y",...,y,x) alaki differencidlegyenleteket, melyeknek
jobb oldala nem tartalmaz explicit iddfiiggést, azokat autonom differencidlegyenleteknek
nevezziik.

, ( ”+Z)2 o , . .
1.17. Példa. A Zipy—q = 3 egyenletet dtrendezve kapjuk:

Y+ 2y"x — 3zy + 2 +3=0.

A differencidlegyenletiink :

kozonséges, mert a keresett y fiiggvény egyvaltozos,

masodrend(i, mert tartalmazza az " -at,
— nem linedris, mert van benne y"? masodfoku tag,

— inhomogén, van csak z-t3l fiiggd tag (ez az x2).



2. fejezet

A differencialegyenletek megoldasa.
A kezdeti érték probléma.
Egzisztencia €s unicitas.

Ebben a fejezetben tisztdzni szeretnénk, hogy mit értiink egydltalan egy differencial-
egyenlet megolddsan.

2.1. Definicié. Mindazokat a fiiggvényeket, amelyek a derivdltjaikkal egyiitt azonosan
kielégitik az adott differencidlegyenletet, a differencidlegyenlet megolddsainak (integrdl-
Jainak) nevezziik.

A megoldasok kozott megkiilonboztetiink dltaldnos vagy partikuldris megoldast, va-
lamint létezhet reguldris vagy szinguldris megoldas is.

2.2. Definicio. Az n-ed rendii kozonséges differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa az a
fiiggvény, amely pontosan n szamu, tetszoleges, egymadstol fiiggetlen dllandot (paramé-
tert) tartalmaz, és a derivdltjaival egyiitt azonosan kielégiti a differencidlegyenletet.

2.3. Definici6. Az n-ed rendii kozonséges differencidlegyenlet partikuldris megolddsa az
a fiiggvény, amely legfeljebb (n— 1) szdmu, tetszdleges, egymdstol fiiggetlen dllandot (pa-
ramétert) tartalmaz, és a derivdltjaival egyiitt azonosan kielégiti a differencidlegyenletet.
Specidlis esetben egyetlen paramétert sem tartalmaz.

2.4. Példa. Vegyiik a kovetkezd differencialegyenletet: v’ = 12x. Ez egy kozonséges,
n = 2 rendd, linedris és inhomogén differencidlegyenlet. Integrildssal adédik a megoldas,

y =627+ A,

majd ezutdn még egy integraldssal kapjuk a differencidlegyenlet altaldnos megolddsat:

= 22° + Az + B.
Valéban n = 2 szamu paramétert tartalmaz az altalanos megoldas, A-t és B-t. Ha példaul
A = —1és B = 4 valasztassal éliink, akkor az egyenlet egy partikuldris megoldasat
kapjuk:

y =22 — x4+ 4.

Mivel az A , B paraméterek értékét végtelen sok féle médon megvalaszthatjuk, azért
végtelen sok partikuldris megoldés 1étezik.
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2.5. Definicié. Az n-ed rendii kozonséges differencidlegyenlet valamely partikuldris meg-
oldasat kivdlaszthatjuk gy is, hogy megadunk legfeljebb n szdmu, osszetartozo x és y
értéket (pontot), amit a partikuldris megolddsnak ki kell elégitenie. Ezek a keriileti vagy
hatdrfeltételek.

2.6. Példa. Az el6z6 példankba irjuk eld, hogy a megoldas haladjon ata Py (zy = 1541 =
= —2) és a Py(zy = 3;y2 = 2) pontokon, azaz a kovetkez§ linedris egyenletrendszert
kapjuk:

—2=24+A+B

2=54+3A+B.
Ezzel a hatéarfeltétellel A = —24 és B = 20. A partikuldris megoldds: y = 223 — 242+ 20.

2.7. Definicié. Egy n-ed rendii kozonséges differencidlegyenlet esetében meg lehet adni a
fiiggetlen vdltozo egy adott értékéhez tartozo fiiggvényértéket, az elsd, mdsodik,. . .,
(n — 1)-edik derivdlt értékét. Ezek a kezdeti feltételek.

2.8. Példa. Az el6z6 példankat vegyiik eld ismét. A kezdeti feltételek a kovetkezdk: xy =
=1, y(wo) = L és y'(zo) = 2.
Y (20) = 625 + A = 2,
y(wo) = 22p + Azg + B = 1.

Behelyettesitve a kezdeti feltételeket kapjuk: A = —4 és B = 3. Ezekkel a kezdeti
feltételekkel tehét a partikuldris megoldds:y = 22° — 4z + 3.

2.9. Definicié. Vegyiik az y™ = F(z,y,v',y", ...,y Y) n-ed rendi, kozonséges diffe-
rencidlegyenletet, valamint vessziik az y(xo),yo € R" vektorokat, melyek
y(o) Yo
Y (o) Yo
y(zo) = y" (o) ésyo = Yo
y " (o) vy

Ekkor kezdeti érték problémdnak (roviden K.E.P.) nevezziik az aldbbi egyenletrendszert :

{ y™ = F(z,y, ¢, y",...,y")
y(70) = Yo

Az y(xo) = yo a kezdeti érték feltétel.
2.10. Példa. Adott a kovetkezé K.E.P.:

y(2) — y// — ol
o =
y(wo) =4
y'(x0) = =5

Azaz y(zy) = ( _45 ) . Adjuk meg a differencidlegyenlet altalinos megoldasat. Integ-

raljuk az egyenletet:

y = /e‘“dm = —i (e™ + A),
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1/ 1
- __ —4x R P
y= 4/(6 + A) dx 4( 1° +Ax+B)

Most adjuk meg a két paraméter értékét. Ne feledkezziink el a kezdeti feltételekrdl:

Y (rg=0)=— (674330 + A) = -5,

o |

4 4

Tehat az alabbi linedris egyenletrendszert kaptuk :

1 1
y(rg=0) = —= (——6_4% + Az + B) = 4.

1

1/ 1
——(-=4+B) =4
i(1+2)

A paraméterek értékei: A = 19és B = — 8

A partikuldris megoldds: y = —1 (—1e™% + 19z + —%).

Kiemelked6 fontossagu a differencidlegyenletek elméletében, hogy mit tudunk mon-
dani a kezdeti érétk probléma megoldasardl. Nevezetesen, mit tudunk allitani a megoldas
1étezEsérdl és egyértelmiiségérdl. Erre a kérdésre az egzisztencia €s unicitds tétel ad va-
laszt. Ennél a pontndl hangsilyoznunk kell, hogy a differencidlegyenletek elmélete sok-
kal mélyebb anndl, mint amivel ez a segédlet foglalkozik. A kovetkezd tételt is megfo-
galmazhatjuk sokféleképpen attdl fiiggden, hogy milyen differencidlegyenletekrdl, illetve
differencidlegyenlet-rendszerekrdl van sz6. Az elméleti mechanika eléaddson a dinamikai
rendszerek kapcsdn mondjuk ki ezt a tételt.

2.11. Tétel. Egzisztencia és unicitds tétel

Tegyiik fel, hogy mind az F' mind a %—5 folytonos fiiggvények egy olyan o < v < 3, v <
<y < 6 téglalapon, amely tartalmazza az (xo;yo) pontot. Akkor van olyan
(xo—h;z0+h) C (a; B), amelyben a kiovetkezd kezdeti érték probléma megolddsa létezik

és egyértelmii:
{ y = F(z,y)
y(zo) = o

2.12. Definicid. Az egzisztncia és unicitds tétel kimondja, hogy a kezdeti érétk problémd-
nak létezik megolddsa és az egyértelmii. Ezt a megolddst nevezziik a differencidlegyenlet
reguldris megolddsdnak.

2.13. Példa. A (2.10) példaban a differencidlegyenlet regularis megolddsa:

1 1 63
=—|——e " +1 —— .
Yy 4< 1€ + 192 + 4)

2.14. Definicio. A differencidlegyenlet olyan megolddsdt, amely egyik pontjdban sem tesz
eleget az unicitds feltételének, szinguldris megolddsnak nevezziik.

Differencidlegyenlet szinguldris megolddséra a kovetkezd fejezetben adunk példat.



3. fejezet

Elsérendii, az v'-ben els6foki
differencialegyenletek.

Az els6rendd, y'-ben els6foku differencidlegyenletek altalanos alakja:
M (z,y)dz + N(z,y)dy =0,

ahol M (z,y) és N(x,y) a sik valamilyen adott T tartomédnyéban értelmezett folytonos
figgvények. Az M (x,y) és N(x,y) fiiggvények tipusatdl fiiggden a differencidlegyen-
let megolddsa mas-mds mddszerekkel torténik. A kovetkezd alfejezetekben az elsdrendi
differencidlegyenletek néhény tipsat és ezek megolddsi mddszereit mutatjuk be.

3.1. Explicit alaku, elsorendi differencialegyenletek.
Iranymezo.

3.1. Definicio. Ha az
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

dltaldnos alaku, elsérendii differencidlegyenlet rendezéssel

dy

ar f(x)
vagy

dy

dr g(Z/)

alakra hozhato, explicit alaku, elsorendii differencidlegyenletrol beszélhetiink.

Az els6rendd differencidlegyenleteknek érdekes geometriai tartalom tulajdonithato.

Egy p
vy _
2~ f)
explicit alakd differencidlegyenlet az (x,y) pontok azon 7" tartomdnydban, amelyben az
egyenletnek van megolddsa, minden (zg, yo) ponthoz egy irdnyt hatdroz meg. Ez az

_

= iz ( = f(x()ay())

Z0,Y0)

m

10
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irdnyhatdrozd, ahhoz az integralgdrbéhez huzhaté érintének a meredeksége, amely atha-
lad az (z0, yo) ponton.

3.2. Definicié. A T tartomdny minden pontjahoz rendelt irdnyok osszességét irdnymezd-
nek nevezziik.

Most térjiink vissza a fentebb mar emlitett explicit alaku differencidlegyenleinkre. A

d—}; = f(x) alakd differencidlegyenlet megoldasa kozvetleniil integraldssal kaphat6é meg

y:/f(x)dx:F(x)—l—C.

3.3. Példa. Adjuk meg az 3’ + 3’z = 3 differencidlegyenletnek azt a partikularis megol-
ddsét, mely dthalad a Py(zo = 0;yo = 1) ponton (ez a hatérfeltétel).

Eldszor rendezziik at az egyenletiinket igy, hogy a mér ismertetett % = f(x) alakot
kapjuk:
, 3
4= rz+1
Integralva

1
y:3/ de=3Injz+ 1|+ InC.
x+1

A paramétert célszertien In C' alakban vettiik fel. Tehat az dltaldnos megoldds:
y=InClz+1)".
A hatarfeltétel miatt a C' értéke:
yo = InC |zg + 1%,
1=InC,
C=e.
Tehat az adott hatarfeltételhez tartozo6 partikularis megoldas:
y=Inelz+1 =In|z+ 1+ 1.

Emlékezetjiik az olvasét, hogy az (1.4.) és (1.6.) példakban is ilyen explicit alakd, elsd-
rendd differencidlegyenleteket oldottunk meg.

A % = g(y) alaki differencidlegyenlet megoldésa az dsszetett fiiggvény integraldsi
szabdlya alapjan kaphat6 meg (g(y) # 0). El6szor idézziink fel egy tételt.

3.4. Tétel. A g(y(x)) dsszetett fiiggvényre igaz: [ g(y(z)) - y'de = G(y(z)) + C. Ekkor
léteznie kell a g kiilsé fiiggvény G primitiv fiiggvényének.

Tehat szemelott tartva az Osszetett fliggvény integraldsi szabdlyait a kovetkezdt kapjuk

a % = ¢(y) differencidlegyenletek esetében:

_ [y _
x_/g(y) G+

11
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3.5. Példa. Adjuk meg az y/'y* = 1 differencidlegyenlet altaldnos megold4sat. Rendezziik
at a differencidlegyenletet igy, hogy az egyenlet egyik oldalan alljon a derivélt:

A differencidlegyenlet explicit alakd, tehat az dltaldnos megoldds

Y
x:/dey:§+C.
Latszik, hogy y kifejezhetd a fenti 0sszefiiggésbol. Tehdt az dltalanos megoldas

y=+/3xz—-0C).
3.6. Példa. Adjuk meg az 3/ +1? = 1 differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat. Rendez-
zik at:
y/ — 1 _ yQ
A differencidlegyenlet explicit alakd, tehdt az altaldnos megoldas

1
o= [t

ha y # +. Az integrélast parcidlis tortekre bontassal végezziik el:

1 1 A B

1—y? O+w0—y):1+y+1—y
1 CAQ—-y)+B(1+y) (A+DB)+y(B-A)

I+yl-y)  Q+nl-y)  1+yl-y)
Az A-ra és a B-re linedris egyenletrendszert kaptunk:

A+B=1,
B—A=0,
A=B=

DN | —

Az elvégzendd integral

1 1 1 1 14y
(= )dy=(~m1 -y + ]l mC=1mo, | 27Y.
2/(1+y+1—y> Yy 2( njl-—yl+ml+y))+mC=hd ‘1—y‘

Tehat az altaldnos megoldas, melybdl az y kifejezhetd
r=1InC ‘—

B Ke* — 1
y= Ke?r +1°

ahol K =

PR

Ql)—‘

12
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3.7. Példa. Barometrikus magassagformula

A feladatunk a kovetkez6, meg kell hatdrozni a levegd nyomdsat a magassag fliggvényé-
ben. A hallgatok taldkoznak ezzel a problémdval a mechanika alapkollégium keretében.
Most csak arra szeretnénk rdmutatni, hogy egy explicit alaku, linearis differencidlegyen-
letet kell megoldani. A megoldandé kezdeti érték probléma a kovetkezd:

d
{ & ="pg
p

(Z = 0) = Po ’
ahol a p nyomas csak a z fiiggvénye. A differencidlegyenlet megoldasa
d d
z:/ pop S —p:—p—o(lnp—l—lnC'):—p—O(lan).
P9 Pog.J P Pog Pog

A logaritmus argumentumdban azért hagyhattuk el az abszolutértéket, mert a nyomads
értékei mindig pozitivak.
Fejezziik ki a p(z) fiiggvényt:

1 _ros
= — po
p C’e
A C értékét a kezdeti feltételbdl kapjuk,
(=0) =
Z = = — = .
p C Po
A keresett megoldds:
_rog, ( Pog )
pP=Dpo€ P00 =poexXp| ———z2 ).
Po

3.2. Szétvalaszthato valtozojua differencialegyenletek
Az
M (z,y)dz + N(z,y)dy =0
els6rendi differencidlegyenlet valtozoi szétvalaszthatok, ha az egyenlet felirhat6 az
fi(x)g1(y)dz + fo(z)g2(y)dy = 0
alakban. Ugyanis, ha g (y) f2(x) # 0, akkor elosztva ezzel az egyenletet

A o
@)™ )"

y=20
vagy mads jeloléssel
F(z)dx + G(y)dy =0,

és itt az z, illetve y csak egyetlen egy tagban szerepel, ezzel a viltozdokat szétvalasztottuk.
A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa integralassal kaphat6:

/ Fla)dz + / Gly)dy = C.

Vigyazzunk, hogy melyik valtozot tartalmazé kifejezéseket az egyenlet melyik oldaldra
gytjtjiik, mert ez nem 6nkényes, hanem ebben az esetben az z valtoz6t tartalmazo kifeje-
zéseket oda kell 4tvinni, ahol a dx szerepel, és hasonl6an az y-t tartalmazé kifejezést arra
az oldalra, ahol a dy szerepel.

13



Ko6zonséges differencidlegyenletek

3.8. Példa. Vegyiik az y' = zy alaki differencidlegyenletet. Amennyiben y # 0, a valto-
76k szétvélaszhatok:

Innen y kifejezhetd

z2 ~
y=tezt¢ =4C%7 =Cez,

ahol C tetsz6leges valds szam.
Itt a C' = 0 esetben ad6d6 partikuldris megoldas, 1ényegesen eltér a tobbi megoldastol.
Az ilyen megoldast szinguldris megolddsnak nevezziik.

3.9. Példa. Oldjuk meg az ¢y = —W differncidlegyenletet.
El6szor végezziik el a véltozok szétvalasztasat:

ydy = —sin(z)dz.

/ ydy = — / sin(x)dz,

2
5= cos(x) + C.

Integraljuk mindkét oldalt,

A differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa:
y = ++/2(cos(z) + C).
3.10. Példa. Tegyiink my = 100g cukrot egy pohar vizbe. A cukor oldédasi folyamatat a

dm
dt
differencidlegyenlet irja le, ahol k egy ardnyossdgi tényezd. A ¢, = 0 id6pillantban Og
cukor van az oldatban (oldott dllapotban). Erdemes megjegyezni, hogy az idészerinti dif-
ferencidlast ponttal is jeloljiik. A fizikdban sokszor fogunk ezzel a jeloléssel taldlkozni.
Mennyi cukor lesz az oldatban ¢ masodperc mulva?
A megoldand6 kezdeti érték probléma a kovetkezd:

{  — k(mo — m)

=rm = k(mg—m)

Valasszuk szét a valtozokat,

dm__ _
(mo - m)

14
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[z =k

—In(mg —m) +InC = kt,

mgog —m
1 = —kt
( C ) ’

m=mgy— Ce ™

Integréljuk mindkét oldalt,

A kezdeti feltételbdl a C' meghatarozhato,
m(t:tOZO):mO—C:O,

C:mo.

A megoldas:
m = mg (1 — e_kt) .

3.11. Példa. Newton-féle lehtilési torvény
Egy szabadon 4ll6, kornyezeténél melegebb test lehtilését vizsgaljukt. Ezt a folyamatot a

ar .
= —T=-K(T-T,
= ( k)

differencidlegyenlet irja le, melyet Newton-féle lehiilési torvénynek neveziink. A T}, a
kornyezet dllandonak feltételezett hdmérséklete; K egy anyagi dlland6 és a 7' a test ho-
mérséklete. Adjuk meg a T' = T'(t) fiiggvényt. Kezdetben Ty (> T}.) a test hGmérséklete.
A kovetkezd kezdeti érték problémét kell megoldanunk:

@ =T =-K(T-T)
Tt=to=0)=T,

Valasszuk szét a valtozokat,
dT

T -1y

=—K [ dt,
/T T, /

(T —Ty) +InC =

= —Kdt.

Integréljuk mindkét oldalt,

1
T="T,+ —e K.

C
A kezdeti feltételbdl a C' meghatdrozhato,
1
T( :to—O):Tk‘i‘a_TOa
1
— =Ty -1,
C 0 k

A megoldas:

15
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3.12. Példa. Abszorpcié

Ha egy [, intenzitdsu lézer nyaldb athalad egy kozegen, akkor azt tapasztaljuk, hogy az

intenzitdsa csokken. Ezt a folyamatot abszorpcidnak nevezziik. Az abszorpciot a
dl
R
dz a

differencidlegyenlet irja le, ahol a p az abszorpciés koefficiens. Oldjuk meg az aldbbi

kezdeti érték problémat:
&=l
[(Z:ZOIO):I() ’

dl
7= —pdz.

Valasszuk szét a valtozokat,

Integréljuk mindkét oldalt,
In/+InC=—pz,

1

I = EG_MZ.

A kezdeti feltételbdl a C' meghatarozhato,
I( 0) ! I
Z = Zn = = — = .

0 C 0
A megoldas:

I = [ge_“z.

Megjegyezziik, hogy az abszorpcié folyamatdval az olvasé taldlkozik még tanulményai
soran.

3.13. Példa. Radioaktiv bomlasi torvény

A radioaktiv bomlds teljesen véletlen jelenség, egy adott atommagrdl nem lehet megélla-
pitani, hogy mikor fog elbomlani, viszont az elbomldsdnak id6beni valdszintisége dllando.
Egy forrasban a bomldsok szdma tehdt ardnyos a radioaktiv magok szdmadval, amit a ko-
vetkezd differencidlegyenlet ir le:

AN
— = N = —aN,
dt

ahol a a bomlaséllandd. A kezdeti feltétel: N(t = t, = 0) = Ny. Ennek a differenci-
alegyenletnek a megolddsa ugyanugy torténik, mint az abszorpcids példank esetében. A
megoldds: N = Nye .
A T, felezési id0 elteltével a kezdeti atommagok szdama a felére csokken, azaz N (t =
= T) = o, Behelyettesitiink,

No

7 = Noe_aT,
In2 =aT,
pobz

a

16
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3.14. Példa. A folyadékcsepp a felszinével ardnyos sebességgel parolog el. Hatarozzuk
meg a gomb alaku folyadékcsepp sugarat, mint az id6 fliggvényét !
A folyamatot a

— =17 = —kdr’n

dt
differencidlegyenlet irja le, ahol k arnyossagi tényezd. A kovetkezd kezdeti érték problé-
mat kell megoldanunk:

dt

dr — p = —kdr?n

Valasszuk szét a valtozokat,

d
= — —kdrdt
’
Integraljuk mindkét oldalt,
d_72" = —kdr / dt,
r
1
—— = —kdnt + C,
r
B 1
 kdnt — C”
A kezdeti feltételbdl a C' meghatarozhato,
(t=ty=0)= -~ —R
T = = = —— =
0 C
A megoldas:
R
r=——
4kRmt + 1

3.3. Homogén fokszami differencialegyenletek

3.15. Definicié. Az f(x,y) kétvdltozds fiiggvényt n-ed fokii homogén fiiggvénynek nevez-
ziik, ha
fQz, Ay) = A" f(z,y).
3.16. Példa. Vegyiik az f(x,y) = 2* — 23y fliggvényt.
FOa,\y) = ()t — ()’ (g) = N - o).
Azaz az f(x,y) fuggvényiink 4-ed fokd és homogén.
Vegyiik a g(z,y) = e+ + tan (%) fiiggvényt.

_ AYN _ e JY o0
g(A\x, \y) = e>= + tan (E) = e= + tan <x> = Ng(x,y).

Azaz a g(x,y) fiiggvényiink 0-ad fokd és homogén.
Vegyiik az h(z,y) = 2* + sin(z) cos(y) fiiggvényt.

h(Az, \y) = (Az)? + sin(\z) cos(Ay) # \"h(z,y).

Azaz a h(z,y) fuggvényiink nem n-ed fokd homogén.

17
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3.17. Definici6. Az
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0
elsdrendii differencidlegyenletet, akkor nevezziik homogén fokszdmiinak, ha az M (x,y) és

N(z,vy) fiiggvények ugyanolyan fokszdmii homogén fiiggvények.

Ha egy differencidlegyenlet homogén fokszamu, akkor dtrendezés utdn

Y
s ()
x
alakra hozhato.
A homogén fokszamu differencidlegyenlet az

y _
4 =w,azazy = zu
helyettesitéssel (transzformdacidval) mindig visszavezethetd szétvalaszthat6 véltozoja dif-
ferencidlegyenletre, ha az M (x,y) és N(x,y) figgvények és parcidlis derivaltjai folyto-
nosak.

El6fordulhat tovdbba az is, hogy az el6bb ismertetett helyettesités helyett az

gzu,azazx:yu

helyettesités az elonydsebb. Nem lehet dltalanos érvény( receptet adni arra, hogy az egyes
egyenleteknél melyik helyetesités a célravezetébb. Ha sok ilyen jellegli példat oldunk
meg, akkor rutint szerziink.

3.18. Példa. Vegyiik a kovetkez$ egyszer( egyenletet: y' = 22. Oldjuk meg kétfélekép-
pen a feladatot.

A.)

Vilasszuk szét a valtozokat (y # 0;z # 0):
b _ e
y x

Integrdlva mindkét oldalt:
Injy|+InC =2In|z|,

InC ly| = Ina?,
y = Ca?.

B.)
A differencidlegyenletiink 3/ = f (%) alakd, azaz homogén fokszdmi. Alkalmazzuk az
4 = u helyettesitést a differencidlegyenlet mindkét oldalan,

Yy = 2u,
d
y = (ux) = %(ux) = ﬁm —I—uﬁ =u'z + u.

A helyettesités utdn kapott egyenlet egy szétvalaszhat6 véltozdju differencidlegyenlet:

/
ur = u,

18
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du  dr

T

u=Cz.
Mivel az u = £, igy:

y = Cx”.

Ne legyen zavard, hogy az integracids konstansokat kiilonbozé képpen jeloltiik, hiszen
akir a C = C = A vilasztassal is élhettiink volna. Ne felejtsiik el, tetszGlegesen meg-
valaszhatOk az integricids konstansok. Valamint, a kapott altaldnos megoldast barmikor
ellendrizhetjiik differencidlédssal.

3.19. Példa. Megoldando6 az
zsind — ycosg —l—xy’cosy =0
x x x

differencidlegyenlet.
Ha az egyenletet elosztjuk z-szel (z # 0), akkor latszik, hogy a differencidlegyenlet
homogén fokszamu, mert

sing—ycosery'cosg = 0.
r r T

Alkalmazzuk az £ = u helyettesitést:
y = u+ xu,
sinu —ucosu + (u+ zu')cosu =0,
zu' cosu +sinu = 0.
Valasszuk szét a valtozokat,
cosu dx

: U=——.
sinu x

Integraljuk az egyenlet baloldalat:

cos U t:=sinu dt )
/ﬁdu B { dt = cos(u)du ] B / t nfsinuf +In A,

Integraljuk az egyenlet jobboldalat:

- d—$:—1n|m|+lnB.
x

Ha bevezetjiik az In(B — A) = In C kifejezést, akkor kapjuk, hogy

In|sinu| = —In|z|+InC =In Tl
T
, C
sinu = —,
T

azaz visszahelyettesités utdn megkapjuk az altaldnos megoldést implicit alakban,

zzzsing =C.
T
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3.20. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
(z 4+ y)dz + (y — x)dy = 0.

Rendezziik at az egyenletet,

dy , x4y 1+%
de 7 Cz—y 1Y%

A fenti differencidlegyenlet y/ = f (%) alaki, azaz homogén fokszdmu. KézenfekvSbb
modszer, ha ellendrizziik, hogy az M (z,y) és N(z,y) homogén fiiggvények-e.

Mz, \y) = Mz + \y) = Mz +y) = AM(z,y),
Nz, \y) = (A\y — A\x) = Ay — ) = AN(z,9).

Igy is megalldpitottuk, hogy homogén fokszami differencislegyenlettel van dolgunk, hi-
szen az M (x,y) és N(z,y) homogén fiiggvények és a fokszamuk is megegyezik (elsé
fokdak). Alkalmazzuk az £ = u helyettesitést a differencidlegyenlet mindkét oldalén,

/ /
Y =u-+ru,

1+2 14w
1-2 11—

A helyettesités utdn kapott differencidlegyenlet:

u+au = 1tu
: .

—u
Szétvalasztjuk a valtozokat,
l—uw , 1
—_—u = -,
1+ u? x
1—u dx

1+ u? UZ;'

Integraljuk az egyenlet baloldalét:

1—u 1 U
du = du— | ——=d
T+u2" /1+u2 “ /1+u2 o

2
/ - :[t.—u%—l}:l %:—ln\/(uQ—i—l)—lnA:—lnA\/(uQ—l—l),

Zr dt = 2udu 5

1
/ oo 1du = arctanu + B.
U

Tehat a teljes integral :

1—
Y du = arctanu + B — In A/ (u? +1).

14 u?

Integraljuk az egyenlet jobboldalat:

d
& =ln|z|+InC =InC|z|.
T
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Visszahelyettesités utan, megkapjuk az altaldnos megoldést implicit alakban:

arctanu + B —In A/ (v? + 1) =InC' ||,

arctanv = In|z| +In\/(v?+1) +InA+InC — B,

In D:=

arctanu = In D |z| \/(u? + 1),

arctan u = In D/ (u?x? + 22),

arctan 2 = In D (y? + 22).
x

3.21. Példa. Megoldando6 az
z x z
<1+26y>dx+2 (1——) evdy =0
)
differencidlegyenlet. Mivel

M(Ax, \y) = (1 + 26%> =M (z,y) = M(x,y),

Nz, \y) =2 (1 - ?) ex = NN (z,y) = N(x,y),
Y

a differencidlegyenlet homogén fokszamu (foka 0). Vegyiik észre, hogy a differencial-
egyenlet most nem

=1 =1 ()

alakd.
Alkalmazzuk az % = u helyettesitést,

dx d

9 uy) =y,
dy dy " Vay

dx = ydu + udy,

és a differencidlegyenlet
(1+2e") (ydu + udy) +2 (1 —u) e'dy =0

alaku.
Rendezve
y (14 2e")du+ (u+ 2e")dy = 0.

A valtozokat szétvalasztva
dy 1+ 2e*

u
Y u + 2ev

Integraljuk mindkét oldalt:

d
/_y =lIn|y| +In A,
)
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1+ 2e* = u
_/ +edu:[ bi=u+t2e }:—/@:—ln|u+26“|+ln3.

u + 2ev dt = (14 2e")du t

Integralas utan

Injy| +InA=—1In|u+2e" +1nB,

B
In|y| = —In|u+2e"|+In—,

~—~—
InC:=
C
Injy=h{——].
1l <|u + 26“|)
A visszahelyettesités utan,
C
Yy = z
% + 2ev

amibdl megkapjuk implicit alakban az éltaldnos megoldast:

x+2ye% =C.

3.4. Elsorendii linearis differencialegyenletek.

Az allando varialasanak modszere.

Az els6rendd linedris differencidlegyenletek altalanos alakja

Y+ p(x)y = q(z),

ahol p(x) és ¢(x) adott folytonos fiiggvények.

3.22. Definicié. Ha q(z) = 0, akkor az elsérendii linedris differencidlegyenletet homo-

génnek, kiilonben inhomogénnek nevezziik.

El6sz6r a homogén esettel foglalkozunk.

Oldjuk meg az ¢/ +p(x)y = 0 elsdrendd linedris, homogén differencidlegyenletet. Vegyiik

észre, hogy ez egy szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet, tehat

dy _
y

% —~ [ bz

Inly| = — /p(:p)d:p + C’,

- con(~ [ o).

—p(x)dz.

Integraljuk mindkét oldalt

Ezzel megkaptuk a homogén differencidlegyenlet dltalinos megoldasat.
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3.23. Példa. Oldjuk meg az y’ + 2xy = 0 differencidlegyenletet. Valasszuk szét a valto-
zokat, majd integraljunk :

d

& __ / xdzx,

)

Inly| = —2®+C.
Megkaptuk az 4ltalanos megoldast:

y=Cexp (—xz) .

A kovetkez0 tétel ad valaszt arra, hogy hogyan kapjuk meg az inhomogén differenci-
alegyenlet megoldasat.

3.24. Tétel. Az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa a homogén egyenlet
dltaldnos megolddsa, valamint az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa dssze-
geként dll eld.

3.25. Bizonyitas. Jelolje y az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsdt, és vy, az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megolddsdt (ebben nincs szabadon vdlaszthato konstans).
Ekkor

y' +p(z)y = q(z)
Yy + p(T)yp = q(z).
Kivondssal kapjuk, hogy

(y —yp) +p(@)(y — yp) = 0.

Tehdt az y, = y — yp a homogén differencidlegyenletnek megolddsa, sét az dltaldnos
megolddsa (mivel szerepel benne egy tetszblegesen vdlaszthato konstans), azaz

Yy=9yn+ Yp-
Ezzel bebizonyitottuk a tételt.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat (y,) a konstans varidlds modsze-
rével tudjuk megadni.
Ennek 1ényege, hogy a homogén egyenlet dltalinos megoldasaban (y,) szereplé C' sza-
bad paramétert, mint C'(x) fiiggvényt tekintjiik, és a C'(x) fiiggvényt tgy vdlasztjuk meg,
hogy

xT

yp = C() exp —/mmu

o

megoldasa legyen az inhomogén egyenletnek. Ez akkor teljesiil, ha

Y, + p(r)yp = q(2),

C'wyexp |~ [ pioyit | -p()CG)exp | = [pt)at | 4p)Claexp |~ [ o
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xT

C'() = q(x) exp / p(t)dt | |

0

tehat

x

C(x) :/q(x)exp /p(t)dt dx.

L0

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat ezzel meghatdroztuk, ez a kovetkezd:

(@) = Cla) exp | — / p(t)dt | = / o(z) exp / p(0)dt | da | exp [ - / ()t

Az eldzbek alapjéan tehat az elsérendd linedris inhomogén differencidlegyenlet édltalanos
megolddsa:

Y = ynty, = Cexp (—/p(a;)da:)+ /q(:z:) exp ]p(t)dt dz | exp —jp(t)dt

L0 xo
3.26. Példa. Most alkalmazzuk a konstans varidlds modszerét egy konkrét feladatban.
Oldjuk meg a kovetkezd linedris differencidlegyenletet:

y’—y:x2+3x—2.
T

El6szor keressiik meg a homogén egyenlet i, dltalinos megoldésat. Tehét oldjuk meg az
/

y' — £ = 0 egyenletet.
Vilasszuk szét a véltozokat, majd integrljunk :

dy dz

Y

y x
/dy _/dx
y )z’
In|y| =In|z| +InC,

yn = Cx.

Az inhomogén differencidlegyenlet y, partikuldris megolddsat a konstans varidldsdnak
modszerével keressiik meg. Legyen tehat

yp, = C(x)z

alaku.
Ekkor
y, = C'(x)x + C(x).

Helyettesitsiink be az eredeti (inhomogén) differencidlegyenletbe :

v — L =430 -2,
T
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C'(z)z + C(x) — Clz)z = 2% + 31 — 2,
x
Cl(x)=2+3-2
r)=21x o

2 x? 5
C(x) = r+3—— dxz;—l—ﬁ%x—lnx.
T

Ennek segitségével
3

y, = C(z)r = % +32% — rlna”.
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa:
e
y:yh+yp=C$+7+3x2—$lnx2.
3.27. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
y —y=sinz+cosx + 1.

Eldszor keressiik meg a homogén egyenlet v, dltalinos megoldasat. Tehat oldjuk meg az
y' —y = 0 egyenletet.
Vilasszuk szét a valtozdkat, majd integréljunk:

dy _

dx,
Yy
d
o[
Y
Inly[ ==+ A,
Yn = Cez7

ahol C' = e”. Az inhomogén differencidlegyenlet y, partikuldris megolddsét a konstans
varidldsanak modszerével keressiik meg. Legyen tehat

Yp = C(Zf)ex

alaku.
Ekkor
y, = C'(x)e” + C(x)e” = C'(x)e” + yp.

Helyettesitsiink be az eredeti (inhomogén) differencidlegyenletbe:
y —y=sinz + cosx + 1,

C'(z)e” +y, —y, =sinz + cosx + 1,
C'(z) = (sinxz + cosz + 1)e™,

C(z) = /(sinx +cosx + 1)e “dz.
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Szamitsuk ki el6bb az [ (sin x)e“dz-t a parcidlis integralds szabélya szerint. Legyen f =

=e 7, ¢ =sinz, ekkor [/ = —e " = — f és g = — cos x. Ezzel

/e_gc sinxdr = —e ¥ cosx — /e_x cos xdzx,

/e_m sin zdx + /6_3” cosxdr = —e “cosz,

és ezzel C'(r) kifejezésébdl egyszerre két integralt hatdroztunk meg. Igy
C(z) = —(1+cosz)e ™,
amivel
yp = C(z)e® = —(1+ cosx),
¢és az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
y=yn+y,=1yn=Ce" —(1+cosz).

Most kozliink még egy mddszert, amivel meg tudjuk adni az inhomogén differencial-
egyenlet dltaldnos megoldasat. Tegyiik fel, hogy az inhomogén differencidlegyenlet altal-
nos megoldasa két, csak az x valtoz6tdl fliggd (egyenldre ismeretlen) fiiggvény szorzata:

y=g(@)h(z)=g-h
Ekkor
y =g'h+gl,
ezt behelyettesitve az egyenletbe,
y' +p(z)y = q(z),
(g'h + gh') +p(x)gh = q(2),
h(g' +p(z)g) + gh' — q(z) = 0.

Vegyiik észre, hogy az atrendezett egyenlet barmilyen x értékre teljesiil, ha mindkét tagja
kiilo-kiilon nullat ad, azaz

(1) : g' +pla)g =0,
(2) : gh' — q(z) = 0.
A g(x) fuggvény, az elGbbiek alapjan

g(z) = Cexp (— / p(m)da:) ,

mert az (1) egy homogén, linedris differencidlegyenlet.
Behelyettesitve g(z)-et a (2)-be:

h(z) = C / g(z) exp (— / p(:v)dx) dz + D.

Az inhomogén differencidlegyenlet dltalanos megoldasa:

y = g@)h(z) = C exp (— / p(x)dx) (c / o(z) exp <— / p(x)dx) dx + D) |
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Ko6zonséges differencidlegyenletek

3.28. Példa. Oldjuk meg a (3.26.)-os példankat djra, de most a szorzatfiiggvényes mod-
szerrel. Tehat a megoldandé differencidlegyenlet:

v — L =430 -2
x
Keressiik a megoldést y = g(z)h(z) alakban. Ekkor
y =g'h+gl,
ezt behelyettesitve az egyenletbe,

h
gdh+gh — 2= =2*+3z—2.
x

Rendezziik at,
h
(fh—a2*—-32+2)+g (h’—;) =0.

Tehat mind a két tagnak kiilon-kiilon nullat kell adniuk:

(1):h ——==0,

x
(2):gdh—2*—-32+2=0.

Az (1) egyenlet megolddsa:
h(z) = Cu.

A kapott megoldast behelyettesitve a (2)-be:

¢Cr—2*>—3x+2=0,

Cy' —x—3+— 0,

g = (:ic +3— —)
Integrdlva mindkét oldalt,

1 (22 9 D
g(x)a(?—i—?)x—lnx)—i—a.

Mostmar meg tudjuk adni az inhomogén differencidlegyenlet altaldnos megoldésat:

y=g(x)h(z) = L 4 32% —zlna®+ Da.
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4. fejezet

Masodrendii differencialegyenletek.

A masodrendi differencidlegyenletek legaltalanosabb alakja

F(z,y,y,y")=0

ahol F' az z fiiggetlen véltozé és a (legaldbb) kétszer differencidlhat6 y fliggvény és deri-
véltjainak valamilyen fiiggvénye. Ha az egyenletbdl i kifejezhets, akkor a differencial-
egyenlet felirhat6 az

y' = f(zy,y)
explicit alakban is. Az éltaldnos masodrendii differencidlegyenletek megoldédsara altala-
nos moédszer nem ismeretes. Bizonyos specidlis alakd, ill. tipusd médsodrendi differenci-
alegyenletek megoldésara taldltak megoldasi modszereket.
Ismét meg kell jegyezniink, hogy a segédlet keretein beliil nem tudjuk bemutatni az 6sszes
megoldasi fogast, de a fizikdban is fontos szerepet jatsz6 masodrendi differencidlegyenlet
tipusokra kozoljiik a megolddsi médszereket.

4.1. Hianyos masodrendii differencialegyenletek

A legegyszerlibb az
y' = flz)

alaku differencidlegyenletnek a megolddsa. Kétszeri integraldssal kapjuk a megoldast:

y(zr) = i jf(t)dt d¢ +Cz + D.
b \a

4.1. Példa. Megjegyezziik, hogy a szabadon esd test mozgasat leir6 egyenlet is ilyen tipu-
su masodrendii differencidlegyenlet. Az olvasé az elméleti mechanika gyakorlat keretében
lathatja a megoldast.

4.2. Példa. Oldjuk meg az y” — cos 2z = 0 differencidlegyenletet. Integraljuk kétszer az
egyenletet,

1
y = /costdaz = §sin2x—|—A,

1 1
y = 5/(sin2x+A)dx: —50052x+A9&+B.
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Ko6zonséges differencidlegyenletek

Egy tjabb tipusa a hidnyos masodrendi differencidlegyenleteknek az
Flz,y,y") =0

alakd egyenletek. Latszik, hogy az y hidnyzik az egyenletbdl. Ekkor a masodrendd dif-
ferencidlegyenlet megolddsa konnyen visszavezethet6 két elsérendd differencidlegyenlet
megolddsara az

y' = p(x)

helyettesités segitségével. Ekkor ugyanis ¢y’ = p'(z), és eredeti egyenletiink

F(z,p,p) =0

alaku lesz, és ebbdl p meghatarozhat6. A p ismeretében pedig a helyettesitést kifejezd
egyenletbdl y szdmithato ki.

4.3. Példa. Hatarozzuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltalanos megoldasat:
T y// o y/ — ZE3.
Most y” = p/(z) és igy egyenletiink a helyettesités utan

ap —p=2a°

alakd. Els6rendd, linedris, inhomogén, fiiggvényegyiitthatds egyenletrdl van sz6. A ho-
mogén egyenlet
P — P =0.

P =Cexp (—/—ldx> =Cur.
x

Az inhomogén egyenlet egy p, partikuldris megolddsat

Ennek megoldasa

alakban a konstans varidldsanak médszerével keressiik meg. Mivel
po = C'(z)z + C(x),
majd ezt behelyettesitve az inhomogén egyenletbe,

C'(z)2® + C(x)r — C(z)x = 2°.

Ebbdl
C'(z) ==,
illetve, integralds utan
2
x
Clx) =—.
(0) =%
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Ko6zonséges differencidlegyenletek

Tehat az els6rendli inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa:

l.S

po=C(z)r = 5

A masodrendi differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa pedig
3

x
p:Pero:?Jer.

Mivel p = v/, ezért

x3 xt COx?
y /(2+Cx)d;c st

4.2. Masodrendii linearis differencialegyenletek
Altaldnos alakjuk
y" + (@)Y + po(x)y = q(),

ahol py(z), po(z) és q(x) adott folytonos fiiggvények. Ha ¢(z) = 0, akkor homogén,
kiilobnben inhomogén differencidlegyenletnek nevezziik.

4.4. Tétel. Ha vy, és y, a homogén egyenletnek két tetszdleges megolddsa, akkor barmely
c1 és co valos szdmok esetén ciyy + coys is megolddsa a homogén egyenletnek. Mdsképpen
megfogalmazva, a megolddsok linedris kombindcioja is megolddsa a homogén egyenlet-
nek.

4.5. Definicio. Az y; és ys fiiggvényeket az [a,b] intervallumon linedrisan fiiggetlennek
nevezziik, ha abbdl, hogy az |a, b] intervallumon mindeniitt

cy1 + caya =0

teljesiil, kovetkezik, hogy a cy és co konstansok nulldk. Ellenkezd esetben az yy és - fiigg-
vényeket linedrisan fiiggdknek nevezziik [a, b)-n.

4.6. Definicio. A

W =W(y,y) == ’ zl

/
1
determindnst, Wronski-determindnsnak nevezziik.

4.7. Tétel. Ha a differencidlhato y, és vy fiiggvények linedrisan fiiggbek [a, b]-n, akkor a
Wronski-determindnsuk [a, b]-n mindeniitt nulla.

4.8. Tétel. Ha v, és yo a homogén mdsodrendii linedris differencidlegyenlet megolddsai,
akkor Wronski-determindnsuk vagy mindeniitt nulla, vagy sehol sem nulla, aszerint, hogy
ezek a megolddsok linedrisan fiiggdek vagy fiiggetlenek.
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Ko6zonséges differencidlegyenletek

4.9. Tétel. Ha 1y, és yo a homogén mdsodrendii linedris differencidlegyenlet két lined-
risan fiiggetlen megolddsa, akkor a homogén egyenlet barmely megolddsa ezek linedris
kombindciojaként elédllithato, azaz

Yy=Cci + CoY2.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a homogén mdsodrendii linedris differencidlegyenlet dltald-
nos megolddsa elodll két linedrisan fiiggetlen megolddsdnak linedris kombindciojaként.

4.10. Tétel. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa a homogén egyenlet dltaldnos
és az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsdanak osszegeként dll elo.

Feltéve, hogy a homogén differencidlegyenlet két linedrisan fiiggetlen megoldésa, az
inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa most is az Un. konstans varidlds maéd-
szerrel torténik. E médszer abbdl 4ll, hogy a homogén egyenlet dltaldnos megoldasiban
(yn = c1y1 + c2y2) szerepld ¢ és co konstansokat differencidlhaté ¢y (x) és co(x) fiiggvé-
nyekkel potoljuk, és ezeket igy akarjuk megvalasztani, hogy az

yp(x) = cr(x)yr () + co(2)y2(z)

fliggvény az inhomogén differencidlegyenlet megolddsa legyen.

Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsat, amennyiben a homogén
egyenlet két linadrisan fiiggetlen megolddsa y; (x) és yo(z) ismert, 4gy hatdrozzuk meg,
hogy vessziik a

(@)1 (z) + &5(x)y2(z) = 0
1(@)y (z) + &5 (z)ys(x) = q()

egyenletrendszer megoldasfiiggvényeit, a ¢} (x) és c,(x)-szel jelolt fiiggvényeket, ezeket
integraljuk, és az igy kapott c¢1(x) és co(x) fiiggvényekkel képezziik az

(@) = cr(@)y1 (2) + ca(2)y2 ()

fliggvényt. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldédsat pedig

y(@) = yn + yp = a1y (z) + c2y2(z) + Y
adja, ahol ¢; és ¢, tetszés szerinti konstansok.

4.11. Példa. Oldjuk meg az
y" +y =sinxcosw

inhomogén, mésodrendd, linedris differencidlegyenletet. E16szor adjuk meg a homogén
egyenlet dltaldinos megolddsat. Konnyen l4that6 €s ellendrizhetd, hogy a homogén egyen-
let két linedrisan fiiggetlen megoldasa

Y1 = sinx és Yy, = cos .
Tehat a homogén egyenlet dltaldnos megoldasa:

Yp = C1SINT + Cco COS .
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Ezek utdn az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat kell megkeresniink. Vegyiik
a

A(z)yn(x) + &()ya(x) =0
A(@)yi(x) + e (w)ya(w) = gq(x)
egyenletrendszert ennél a konkrét feladatnal :

¢y (z)sinx + cy(x) cosz =0

ci(x)cosx + cy(x)(—sinx) = sinx cos x.
Mivel W (sinzx,cosz) = —1, igy c|(x) és c,(z) egyszerl szamoldssal meghatirozhatd
(Cramer-szabdly alkalmazhat6), azaz

c)(x) = sinz cos® x,

cy(x) = —sin® x cos .
Innen parcidlis integraldssal,

3

, cos® x
c1(r) = [ sinzcos® xdr = —
3 Y
. 9 sin®
co(x) = — [ sin“zxcosxdr = —
3 )

tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa:

cosdx . sin®

SINxT —

Yp = — COST = 35 sin 2.

Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldésa tehat
y(x) =yn+y, =c1sinzc + cycosx — 5 sin 2.

A konstans varidlds mdodszere mellett az olvasé figyelmébe ajanlunk egy tdjabb madd-
szert. Ez az Un. prébafiiggvény mddszere.
Ha oy’ + 5y +~y = q(x) differencidlegyenletben a ¢(x) zavaré fiiggvény specidlis alakd,
mégpedig

— polinom,
— exponencidlis fliggvény (ne felejtsiik el az sinh x és cosh x fiiggvényeket sem),
— sin(azx £ b) és cos(ax £ b),

vagy ezek Osszege, szorzata, 0sszegének szorzata, szorzatanak dsszege, ekkor az inhomo-
gén differencidlegyenlet partikularis megolddsit ugyanolyan alaku fiiggvénynek tételez-
ziik fel, mint a zavaro fiiggvényt.
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4.12. Példa. Nézziik az el6z6 példankat !
A differencidlegyenletiink : y”+y = sin x cos x, ahol a zavaré fiiggvény, ¢(x) = sinx cos x =
= % sin 2z. Keressiik a partikuldris megoldést

yp(r) = Asin2zx

alakban. Ekkor
y" = —4Asin 2z,

¢és behelyettesitve az egyenletbe kapjuk, hogy

1
—4Asin2x + Asin2x — 3 sin 2z = 0,

<—4A + A - %) sin 2z = 0.

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet, akkor teljesiil mnden x-re, ha

(aava D)oo

A=-1
6

Tehat a partikularis megoldas:

yp(z) = ~5 sin 2.

4.3. Konstans egyiitthatés masodrendii linearis differenci-
alegyenletek.

A konstans egyiitthatés masodrendd linedris differencidlegyenlet alakja

oy + By + vy = 0.

Mivel az exponencidlis fliggvény az egyetlen, amely derivaltjaival ardnyos, ezért a meg-
oldast kereshetjiik
y = Ce)\x
alakban, ahol \ egy ismeretlen szam. Mivel iy = CXe?® = My, és ¢ = C A2 = \2y.
Ahhoz, hogy y = Ce** fiiggvény megoldésa legyen a differencidlegyenletnek, teljesiilnie
kell a
CeM(aX?+ BA+7) =0

egyenletnek. Mivel Ce?* # 0, igy A-nak ki kell elégitenie a
aX +BA+~v=0

mésodfokd, un. karakterisztikus egyenletet. Tehat Ce*® csak akkor lesz megoldds, ha

= —B £ /B —4day
B 200 ’

A))
Ha 3% — 4oy > 0, akkor a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozd valés gyoke van,
)\1 és )\2, )\1 % )\2. Ekkor

33



Ko6zonséges differencidlegyenletek

y1(x) = M és yp(x) = e2®

két kiilonbozé megoldas, és mivel W (eM?®, e?2?) = (Ay — Aj)eM1H22)7 £ (), fgy ezek a
megolddsok linedrisan fiiggetlenek is.
Ekkor az éltalanos megoldas alakja:

y(x) = c1eM” + e

B.)
Ha 32 — 4ary = 0, akkor a karakterisztikus egyenletnek
B
A= ——
2a

kétszeres gyoke, és igy csak egy megoldast kapunk, ez y; = e = exp (—ﬁx) .

200
Egy masik megoldas ebben az esetben
-

lesz. Az olvas6 konnyedén beldthatja, hogy v, is megoldasa a konstans egyiitthatés ma-
sodrendi linedris differencidlegyenletenek, ha behelyettesiti az ay” + Sy’ +~y = 0 egyen-
letbe y,-t. Valamint egyszertien beldthatd, hogy W(e‘%m, xe‘%m) # 0, tehat

y1(z) = e~ 3" és yo(z) = ve~3aT

linedrisan fiiggetlen megolddsai a differencidlegyenletnek.
Az éltaldnos megoldas alakja: y(x) = e*%x(cl + zc).

C.)
Ha 3? — 4ary < 0, a karakterisztikus egyenletnek két kiilonboz8 komplex gyoke van,
y1(x) = eMT és yo(x) = e komplexértékii fiiggvények. Az Euler-osszefiiggés és

y(x) € R megkovetelésével eljutunk az

y(r) = 6_%96 (c1 coswzx + cosinwr)

N

2

alaku éltalanos megoldashoz, ahol w =

4.13. Példa. Irjuk fel az 4y” + 4y + 37y = 0 differencidlegyenlet 4ltalanos megoldasat.
Keressiik a megolddst C'e** alakban. Mivel

y = Che™,
y// — C’)\Qe)‘x.

Ezek utdn helyettesitsiik be a derivaltakat a diffrencidlegyenletbe és megkapjuk a karak-

terisztikus egyenletet,
AN? + 41 + 37 =0,

melynek gyokei

—4++16—-592 —4+24 1 :
)\1’2 = 3 = 3 = —5 + 3.
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Meg kell kovetelniink, hogy az y(z) valésértéki legyen, azaz fenn kell, hogy élljon
y(@) = y*(2),

ahol y*(z) az y(x) komplex konjugdltja. Tehdt, ha y(z) = cre72¥3)7 4 ooe(=
akkor - .
y*(x) _ ca{e(—a—&)z + C§€<_5+31)z.

Nézziik most a valdsagi feltételt
y() = y*(z),
cle(—§+3i)x 4 026(—5—31‘)3@ _ Cal(e(—%—i%i)ac 4 Cge(—%—i—&')m’
(cr — cg)e(féﬁ)’i)x + (c2 — c{)e(féﬁi)m = 0.
Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet csak akkor teljesiil, ha
=0
= co.
A differencidlegyenlet 4ltalanos megoldasa:
y(z) = o3 (01631'93 + 026—3m) — 3% (CleSix + cfe_?’”) :
y(z) = e 2" (c1(cos 3z + isin3x) + ¢f(cos 3z — isin3z)),
y(z) = e 2" [(c1 + ¢}) cos 3z +i(cy — &) sin 3a] .
Legyen C) = ¢; + ¢} és Cy = i(c1 — ¢f), igy
y(x) = e 2" [C cos 3z + Cysin 3z .
Megjegyezziik, hogy az Euler-0sszefliggést is hasznaltuk.
e = cosx + isin,

T

e " =cosx —isinz,
ei:c + e—isc
cosT = —
ei:c _ e—iw
sinx = -
21

l731'):1:
b
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