1. A kvantummechanika alapjai

1.1. A Klasszikus fizika tudomanyos vilagképe

1) Vannak ,,anyagok” vagy testek, amelyek tomeggel €s impulzussal rendelkeznek.
A mikrorészecskek koziil ilyenek pl. az elektronok

Vannak hullamok, amelyekre jellemzd az elhajlas és az interferencia.
Ilyen a fény, amely elektromagneses sugarzas.
Ezek mereven elkiiloniilo jelenségek.

2) Barmely mozgas energiaja barmekkora értéket folvehet.

Energiafelvétel €s energialeadas is tetszoleges lehet.

3) Ismerve a részecske helyzetét €s impulzusat egy kezdeti pillanatban, abbol

pontosan megjosolhatd, hogy egy tetszdleges t idopillanatban mi lesz a
részecske helyzetvektora €s impulzusa.

A XIX. sz. végen ¢és a XX. sz. elején az elemi részecskek, atomok és molekulak
energialeadasaval ¢s —folvételével, valamint a fény természetevel €s az ,,anyaggal”
valo kolcsOnhatasaival kapcsolatban szdmos olyan kisérleti tény mertilt 01, amely

ellentétben all ezzel a vilagképpel. Magyarazatukra sziiletett meg a
kvantummechanika.



1.2. A Kklasszikus fizika korlatai az atomi szinti jelenségek leirasaban.
A kvantummechanika sziiletése

1.2.1. A feketetest-sugarzas

Abszolut fekete test: barmilyen frekvenciaji sugarzast elnyel.

Adott homérsekleten barmely mas testnél nagyobb a fénykibocsatd
képessége.

Modellje: beliilrdl bekormozott doboz, amelyen egy apro6 lyuk van (az
itt kibocsatott sugarzas energiajat mérik, amelyet szamszeriien a
sugarzas energiastiriiségevel, azaz az egysegnyi térfogatra €s
hullamhosszra jut6 energiaval jellemeznek; egysége J/m*).

A sugarzast a doboz falanak hevitésevel 1dézik eld.

Klasszikus fizika alapjan

A v frekvenciaju fényt v sajatfrekvencidja oszcillatorok bocsatjak ki. Ezeket a
homozgas gerjeszti, amelynek energidja egyenletesen oszlik meg az oszcillatorok
kozott. Tehat valamennyi oszcillator gerjesztodik €s sugaroz, a kis- és
nagyfrekvenciajuak egyarant.



Kisérleti tapasztalat
Rayleigh — Jeans-torveny
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Planck-féle kvantumhipotézis

A v frekvenciaju oszcillatorok energidja nem
lehet akdarmekkora, csakis n-hv, ahol n egesz

Max Planck
szam. e LT

A nagy frekvenciaju oszcillatorok gerjesztéseéhez ugyan a homerséklet novelésekor tobb
termikus energia jut (lasd a gorbék eltolodasat a nagyobb frekvenciak fel¢ a T novelésekor
— vOros 1zzasbol feher 1zzasba mennek at a sugarzo testek). Egy frekvencia hataron tal
azonban megszlinik az oszcillatorok gerjeszthetOsége ¢s igy sugarzasa is.



1.2.2. Szilard testek hokapacitasanak homérsékletfiiggése

1,0 Dulong &s Petit
0.9 Klasszikus fizika: ekviparticio tétele
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A csokkenés a Planck-hipotézis alapjan magyarazhato: alacsony homersékleten nem elegendo
a termikus energia az oszcillatorok gerjesztéséhez, igy energiat sem folvenni, sem leadni nem

keépesek.




1.2.3. Fényelektromos hatas

A jelenség: ultraibolya fény hatasara a fémek feliiletérdl elektronok 1€pnek ki.

Klasszikus fizika:

A sugarzas elektromos tere a fény haladasi irdnyara merdlegesen oszcillal. A fény
intenzitdsa az amplitidd négyzetével aranyos. Ha n6 a fény intenzitasa, nd az
amplitido. Ezzel egylitt a fém feliiletén az elektron is novekvd amplitidoval
oszcillal, mignem leszakad a fém feliiletérol, anndl nagyobb kinetikus energiara téve
szert, min¢l nagyobb volt a fény intenzitdsa.

Tehat az varhato, hogy barmekkora frekvenciaju fény kivaltja az elektronok

kilépését, ha elég nagy az intenzitdsa, €s az elektronok kinetikus energiaja a
fényintenzitassal egyiitt no.

Kisérleti tények:

Elektronok csak akkor 1épnek ki, ha a sugarzas frekvenciaja meghalad egy
kuiszobértéket.

Ha v>v,, akarmilyen kis intenzitasu fény hatasara azonnal elektronok 1épnek ki.

Az elektronok kinetikus energidja nem fiigg a fény intenzitasatol, hanem annak
frekvencidjaval aranyos. A kilép0 elektronok szama aranyos a fényintenzitassal.



o2 Einstein:

s sidls Tovabbfejlesztette Planck kvantumhipotézisét azzal,
Lol . hogy nemcsak az atomi oszcillatorok adjak le a
. / sugarzasi energiat hv adagokban, hanem a kisugarzott

fény 1s hv energiaadagokbdl (fotonokbal) all.
ol — £ . o (A fény reszecskejellege)

v/10"s™

Az elektron kinetikus energidja a foton energiajanak ¢és a kilépési munkanak a
kuilonbsege: 1 5
2meve =hv—-¢@=hv-hyv,

1.2.4. Compton-effektus

A jelenség: a rontgensugarak elektronokon szorodnak, ami a sugarzas
hullamhosszanak csokkenésével jar. A csokkenés a szorasi szogtdl fligg.

Magyarazat: a fotonok impulzussal rendelkez0 részecskék. Mas részecskékkel
(az elektronokkal) litk6zve az impulzus- €s energiamegmaradas torveénye
ervényesiil. A fotonok impulzusa (Einstein):



1.2.5. Dualizmus a mikrovilagban

Louis de Broglie

de Broglie anyaghullamai:

Feltételezte, hogy az anyagi vilag egységes: amint a fény kettOs
természetli (bizonyos koriilmények kozott hullamként, mas
koriilmeények kozott részecskek aramakent viselkedik), ugyanagy
az impulzussal rendelkezd részecskekhez, pl. az elektronhoz vagy
mas testhez rendelhetd egy hullam. Ennek hulliamhossza ¢€s a test
impulzusa kozott ugyanaz az osszefiigges érvényes:

Kisérleti bizonyitek

Diffrakcid aluminium folian

Rontgensugarzas Elektronnyalab



1.2.6. A H-atom vonalas szinképe

«— 91.2 nm
«— 121.6 nm

«— 656.5 nm
<« 820.6 nm
«~ 1876.0 nm

A hidrogénatomokkal nagy energiat kozoltek, majd
a kisugarzott fényt hullamhossza szerint
felbontottak és fényérzékeny lemezen mutattak ki.

—<— 364.7 nm

§ Kovetkeztetés:
A szinkép vonalas, vagyis a H-atom nem ad le

||
Lyman

|| ||
Balmer Paschen

Ultraibolya

Nles Bohr

akarmekkora energiat, tehat meghatarozott

e diszkrét energiaszintjei kell legyenek.

Lathatd  Infravoros

Bohr, folhasznalva de Broglie anyaghullam-foltételezéset, ki
tudta mutatni, hogy csak bizonyos energiak megengedettek a
H-atom szamara, ¢és ezek stacionarius allapotok (az elektron
nem zuhan be az atommagba, amint azt a klasszikus fizika

alapjan varhatnank).
Alapfoltetelezes: az elektron olyan korpalyan mozog,

amelynek kertilete az elektronhullam hullamhosszanak
egesz szamu tobbszorose. Ellenkezo esetben a hullam

amplitudoja csokken, majd kioltodik.

B OHO000



1.3. A kvantummechanika néhany fontos alapelve

1.3.1. A hullamfiiggvény

Egy kvantummechanikai rendszer allapotat tokéletesen jellemzi egy W(x) fliggvény,
amelyben x a részecske koordinataja. A rendszerre vonatkoz6 minden lehetséges
informacio levezethetd a W(x) hullamfiiggvénybdl, amelynek valésziniségi tartalma
van (Born-f¢le eértelmezes).

* 2 14 14 14 rr 14 * rr rr 14 ‘d 14
Y'Y =Y azun. valosziniiségi stirliségfiiggvény.

VY Yt a tér egy pontjaban megadja annak a valosziniiseget,
hogy a részecskét ezen pont egy kicsiny 0t =dxdydz
kornyezeteben talaljuk

j Y'Yd1 a véges V térfogatban valo tartozkodas valosziniisége

Ez dt=dxdydz esetén pl. egy harmas integral, amelynek
erteke 0 és 1 koze esik.

j Y*'Wdt =1 ateljes térre vett integral pedig megadja annak a
valoszinliségét, hogy a részecske valahol a térben van (ez

biztos esemeny, amelynek valosziniisége 1).



Mindez akkor igaz, ha a hullamfliggvény normalt.
Egy fiiggvény normalt, ha abszolut értekének a teljes térre vett

négyzetintegralja 1, azaz egyvaltozos fliggvény esetén

[0 f ()dx =1

Ha ez nem all fonn, de a négyzetintegral érteke véges, akkor a
fiiggvényt normalhatjuk.

Normalas: a fliggvény normaltta tétele. Megkeressiik azt az N
konstansot, az in. normalasi t€nyez0t, amellyel a fiiggveényt
megszorozva, az () fliiggvényre teljesiil a normalasi feltétel.

A(z egyvaltozés hullam)fiiggvény normalasa:

T(N P(x))'N¥(x)dx =N~ T‘P*(x)\l’(x)dx =1

|
N =

\ T\P* (x)¥(x)dx



A valoszinliségi értelmezes bizonyos kovetelményeket r6 a hullamfiiggvényre:
- folytonos legyen
- folytonos elso derivaltja legyen
- egyertekil legyen
- majdnem mindentiitt véges legyen (azaz ne legyen veéges mtervallumon
vegtelen)
- negyzetesen integralhatd legyen (azaz a negyzetintegralja ne legyen  végtelen).

,,R0ss7”” hullamfliggvények:

¥| (a)

e ~___ Nem folytonos.

v| (b)

\/ Els6 derivaltja nem folytonos.

(@)
5/ Tobbértéka.

(d) & T

,j k Véges mtervallumon végtelen.




1.3.2. Fizikai mennyiségek és operatorok. A Schrodinger-egyenlet.
A kvantummechanika masik alapelve, hogy

1) a fizikai mennyiségeket operatorokkal reprezentalja, vagyis a fizikai
mennyisegekhez operatorokat rendel;

2) ezen operatorok sajatértékei az illetd fizikai mennyiség mérhetd értékeit
adjak meg.

Operator
miveleti utasitas, amely egy fliggvényhez egy masik fiiggveényt rendel,
vagyis fliggvénytranszformacio:

Qf =g
Dx" = nx™

pl. a differencidlas operator, az x"
figgvényhez az nx™! fiiggvényt rendeli

Linearis operator (a kvantummechanikaban ilyeneket alkalmaznak)
f)( f+9)= Q f+ 9 g minden f-re és g-re teljesiil
f)(cf ) = cf) f ahol ¢ valos vagy komplex szam, ¢s f tetszOleges



Operatorok egyenlosége

Q =Q, ha minden f-re teljestl, hogy Qf=Q,1
Operatorok osszege ¢és killonbsége
(€, £Q,)f =Q,f£Q, f

Operatorok szorzata és felcserélhetosége

(€,Q,)f =Q,(Q, /) clészor hajtjuk végre a masodik operator
altal kijelolt transzformaciot, majd az uj

fliggvényt az elsO operator szerint
transzformaljuk. Ha

f)lﬁ , # f)zﬁl az operatorok nem felcserélhetok

N

QIQZ — Q 2Q . az operatorok felcserélhetok
A kvantummechanikai operatorok értelmezési tartomanya
mindazon fliggvények 0sszessége, amelyek a

— 00,4+ 00 intervallumon vannak €rtelmezve
valos valtozojiak és komplex ertekiiek
abszolut ertekiik negyzetintegralja veéges, azaz

[ 7o) f ()dx <0



A kvantummechanikaban alkalmazott legfontosabb operatorok

X = X-)S] = y,i =7. hClYkOOI'dlnéték

S _ho . _hdo o _hd

) . P, impulzuskomponensek
Py 10X Py 1 0y P 10z P P
I%Zh a 98 98 =hV iInpUlZU.S
i\0x o0y 0z ) 1
2 2 2
p’ =-h’ 0 + g + g impulzusnégyzet
ox° oy’ 0z’
2 2 2 2 2
T=— n| o n 0 + 0" _ _hv2 kinetikus energia
2m\ ox*> oy° 0z 2m
V=V. potencialis energia

H=T+V 0sszes energia
Operatorok sajatfuggvényei és sajatértékei, sajatérték-egyenlet

Q) f = f az operator altal kijelolt fliggvénytranszformacio az eredeti fliggvény
konstansszorosat eredményezi



Az olyan fiiggvényeket, amelyekre ez teljesiil, az operator sajatfiiggvényeinek, a megfeleld
konstansokat az operator sajatértékeinek nevezziik. Ez utdbbiak adjak meg az operator altal
reprezentalt fizikai mennyiség mérhetd értékeit.

Az operatort, sajatfliggvenyét €s sajatértekét tartalmazo, fentebbi tipust egyenlet az
operator sajatérték-egyenlete.

Schrodinger-egyenlet

az 0sszes energia operatoranak, a Uun. Hamilton-operatornak
a sajatérték-egyenlete a Schrodinger-egyenlet:

HY = EY¥Y

Ennek megoldasaval kaphatjuk meg a rendszer

Y hullamfliggveényeit, valamint az ezeknek megfelelo £
energia-sajatértékeket (a rendszer lehetséges, méréssel
meghatdrozhatd energia-¢rtékeit a legalacsonyabb
energidju, un. alapallapotban, valamint a magasabb
energiaju, un. gerjesztett allapotokban).

Erwin Schrodinger

A varhato érték

A fizikai mennyiseégek Un. varhato értékének nevezik azt az atlagértéket, amely nagy szamu
méres eredményeként adodik. A hullamfliggvény ismeretében ez is kiszamithato a
kovetkez0, teljes térre vett integral segitsegével



(Q)= j ¥ QW dr (Q))  az Q fizikai mennyiség varhato értéke

teljes tér () a fizikai mennyiséget reprezentald operator

1.3.3. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi elv
A kvantummechanika kovetkezd fontos alapelve:

vannak olyan fizikai mennyis€g-parok, Un. komplementer fizikai mennyiségek, amelyek
egyidejlileg nem hatarozhatok meg tetszoleges pontossaggal.

A legfontosabb ilyen mennyiség-parok a
hely és az impulzus, illetve az energia €s az
1d0. Ha rendre Ap-vel, Ag-val, AE-vel, 1l
At-vel jeloljik az impulzus, a hely, az
energia, ill. az id6 bizonytalansagat, a
kozottiik 1évo relaciokat a kdvetkezOkeppen
adhatjuk meg

h
Ap-Ag=>—
pP-Aq 7

AE-At=h

Werner Heisenberg




Felcser¢lhetd-e a helyoperator €s az impulzusoperator?

n, | R d __ﬁ i
fo_xidxf_'ixdx
. h d h h d
pr:_(x-f):_f+_xf
I dx i I dx
NEM!

A komplementer fizikai mennyiségek azok,
amelyeknek az operdatorai nem felcserélhetok.

hely €s impulzus

energia ¢s 1do

impulzusmomentum z- €s x-, ill. z- és
y-ranyu komponense



1.3.4. Egyenes mentén valo mozgas kvantummechanikai targyalasa

Egy m tomegl részecske egy egyenes mentén, akadalytalanul mozog, potencialis energidja
zérus. Ennek megfelelden a Hamilton-operator megegyezik a kinetikus energia-operatorral. Igy
a mozgasra vonatkozo Schrodinger-egyenlet:

2 2
_h"o :P By i\
2m Ox
Az ennek megoldasaként nyert hullamfiiggvény: W = 4o* 4+ Be (4 és B konstans)
2
Az energia sajatértekek: = Kh k konstans, értéke tetszdleges
m

Ellendrizziik, hogy a fentebbi fiiggveny valoban sajatfiiggvénye-e a Hamilton-operdtornak!

2 2 2
Av=tw)=—"" D Ly s e = 9 iket 1 B(—ik)e ™ )=
2m dx’ 2m dx

k*h?

2m

h2

2 {Aﬁk2 ® 4 Bi*k’e _’k’“}
m

{Ae”‘”C + Be™ }: EY

Valbdban visszakaptuk az eredeti fliggvény konstansszorosat, tehat a fiiggvény a szabad halado
mozgast végzo részecske Hamilton-operatoranak sajatfliggvénye, a részecske
hullamfiiggvénye. A hullamfliggvény szorzodja a részecske 0sszes energidjat adja meg.



Vizsgaljuk meg, hogy a részecske hullamfiiggvénye az impulzusoperatornak sajatfiiggvenye-e!

El6szOr azonban alakitsuk at a fliggvényt az e = cos¢ + i-sing Euler-egyenlet
felhasznalasaval! (Itt ¢ = kx) Legyen A=B!

Y = A(e™ + e™) = A[cos kx + i sin kx + cos (-kx) + i sin (-kx)] = 2A4 cos kx,

ugyanis cos (-kx) = cos kx
sin (-kx) = - sin kx

. h d h :

p¥Y =— T (2Acoskx) = —— 2 Aksinkx # konst - 2 Acoskx

[ dx I

A halado mozgast vegzo részecske hullamfiiggvénye nem sajatfiiggvénye az impulzus-
operatornak: a fenti egyenletbol nem tudjuk megdllapitani a részecske lehetséges impulzusat.

Nézziik meg most, hogy a hullamfiiggvény ™ és e dsszetevoi sajatfiiggvényei-e az
impulzusoperatornak!

]36”“ = ;jlje’kx = ik;:le”@C = khe™

Lax ! IGEN!
n hd . h . y
pe thx :7.78 ikx =—ikf_e thx =—khe tkx

I dx I



Az impulzusoperatornak tehat az e ¢s e’* fliggvények sajatfiiggvényei.

A sajatértékek: k71 arészecske balrdl jobbra halad
—kh  arészecske jobbrodl balra halad

Jelen esetben a hulldmfliiggvény az impulzusperator sajatfiiggvényeinek linearis
szuperpozicioja. (Linedris szuperpozicio: olyan fliggvény, amelyet igy kapunk, hogy
bizonyos fiiggvényeket egy-egy konstanssal megszorzunk, majd ezeket 6sszeadjuk.)
Ha mérjiik az impulzust, a mérés eredmenye a szuperpoziciot alkoto sajatfliggvenyek
valamelyike€hez tartozo sajatértek.

Hogy az illetd sajatértéket mekkora valoszintiseggel mérjiik, azt normalt
hullamfiiggvény esetén a megfeleld sajatfiiggvény egylitthatoja abszolut értékének
négyzete adja meg, a jelen esetben 4*4, ill. B*B. (Kézenfekvo feltetelezés, hogy a
szabad haladé mozgast végzo részecske ugyanakkora valoszinliséggel halad balrol
jobbra, illetve jobbrdl balra, vagyis A=B.)



