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1. A KETTOS INTEGRAL

1.1. Téglalapon bevezetve

Legyen az f(z,y) figgvény értelmezett a T'

T={(z,y)|a<z<b, c<y<d}

DO TU R B WD DN - =
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13
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(1.1)

téglalapon. A T tartoméanyt osszuk fel az z- és az y-tengelyekkel parhuzamos vonalak sokasagaval. Ezt a halot a T egy
beosztasanak hivjuk, ez a téglalapot n darab kisebb téglalapra vagja. Valamilyen médon szamozzuk meg ezeket az
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elemi T}, téglakat k = 1-t6l n-ig. A k-adik teriilete AA, = Az Ay,. Mindegyik, tégldbdl valasszunk ki egy tetszéleges
(zk, yx) € Tr, pontot és készitsiik el az

n
Sn =Y f(wryr) AAy (1.2)
k=1
részletosszeget.

Tétel 1 Ha az f(z,y) figguény folytonos a T tartomdnyon, akkor bdrhogyan is finomitjuk a beosztdst és barhogyan
is vdlasztjuk ki az elemi téglakban a cy pontot, ha Axy és Ay nulldhoz tart, akkor a

lim S (1.3)
Az , Ay —0

hatarérték létezik.

Definicié 2 Az iménti hatarértéket az f fiigguénynek a T tartomdnyra vett kettds integrdaljanak nevezzik, jelolése:

Az , Ay —

J[ @y aa = i 2 k) B4 (14)

Megjegyzés 3 A kettds integrdlt nemcsak folytonos fiigguényekre értelmezzik. Ha valamely fiigguényre teljesil, hogy
az Sy részletésszegek sorozata a beosztdsok bdrmilyen finomitdsdval konvergens, akkor a fligguény kettds integrdlja
értelmes.

1.2. Tulajdonsagai

Az integralok kiszamitasanal hasznosak az alabbi tulajdonsdgok

// k- f(z,y) dA :k// f(z,y) dA Kk tetszOleges szém (1.5)
T T

//T [f(z,y) £ g(z,y)] dA ://T f(z,y) dA + //;P g(z,y) dA (1.6)

J[ fo0) 24 20 b s Z0 Tben o
//T f(z,y) dA 2.//’[ g(z,y) dA ha f(z,y) = g(z,y) T-ben (1.8)

// f(z,y) dA =/ f(z,y) dA —|—/ f(z,y) dA ahol T =TV UTy és Ty NTy =0 (1.9)
T T Ts

1.3. Geometriai jelentése

Ha az f(z,y) fiiggvény nem negativ a T' tartomdnyon, akkor a kettés integralhoz szemléletes jelentést tarsithatunk.
Tekintsiik a fiiggvénynek z = f(x,y) feliilettel valo dbrazoldsit, a kettds integrdl annak az egyenes hasdbszerti H
testnek a térfogatdt adja meg, melyet alulrdl a T' tégla hatdrol, feliilrdl pedig a z = f(x,y) felillet. Lathatéan ugyanis
T}, teriiletének és a zp = f(xg, yr) értéknek a

f(xr,yn) AAg (1.10)

szorzata egy olyan elemi egyenes hasab térfogatdt adja amelyiket alulrdl T} téglalap, felilrdl pedig kozelitoleg a
z = f(x,y) felillet hatdrol. Azt vérjuk, hogy ezen elemi hasidbok térfogatdnak az Osszege a beosztds finomitdsaval
a teljes T tartomény folotti ”szokvanyos” térfogatot egyre jobban kozeliti. Pontosabban a kérdéses térfogatot ezzel
fogjuk definidlni, azaz

Definicié 4 A z = f(x,y) felilet és a T tartomdny kézotti egyenes hasdb térfogata

V= //T f(z,y) dA (1.11)



1.4. Kiszamitasa

A kett6s integral kiszamitdsa a részletosszegek hatarértékeként elvileg lehetséges, de nagyon koriilményes lehet. A
térfogattal valo el6bbi kapcsolata elvezet benntlinket egy praktikusabb szamolasi eljarashoz.

Szeleteljiik fel a H hasabot az (x, z) sikkal parhuzamos (vékony) y = y;, ¢ = 1,2,..,m sikokkal. Egy ilyen szelet
térfogata kozelitOleg

vi = A(yi) - Ay (1.12)
ahol A(y) a megfelel6 szelet teriilete. Persze ez a teriilet kiszamolhat6, mint a
h(z) = f(z,y) (1.13)

fliggvény grafikonja alatti teriilet

b b
Aw) = [ hw)do = [ fay) do (1.14)

A szeletek sszesitett térfogata
Ve =Y vi=Y_ Ay)- Ay (1.15)
i=1 i=1

annal jobban kozeliti a kérdéses térfogatot, minél vékonyabb szelteket vagtunk, azaz minél siiriibb az y-tengelyen a
beosztas. Lathatéan V,, egy integrél kozelito Osszege, a beosztas finomitasaval tehat

d
V= tim V= [ AG) dy (1.16)
Ay —0 c

V=[] s aa =/ch<y) dy:/cd Vabf(%y) dx] dy (1.17)

Hasonléan, most az (y, z) sikkal parhuzamos x = z; sikokkal szeletelve a hasdbot kapnénk, hogy

V://T flz,y) dA :/ab l/cdf(x,y) dy] dz (1.18)

Szavakba Ontve az eredményt: A kettOs integral kiszamithatd két egymas utan elvégzett kozonséges integralas sordn.
A szukcessziv ( 7 egymdst kévetd) integrélaskor el6bb az egyik véltozét rogzitettnek gondolva a mésik valtozéban
integralunk a megfelelé6 hatdrok kozott, majd az eredményt integraljuk a maradék valtozd szerint. Az integrélas
sorrendje mindegy.

A modszer bevezetéséhez nemnegativ fliggvényekre a H hasab ”szemléletes” térfogatanak a kiszamitasat haszndltuk
fel. Az allitas ennél altalanosabb esetre is bizonyithato:

Oda jutottunk, hogy

Tétel 5 (FUBINI) Ha f(x,y) tetszbleges folytonos figgvény a T = {(z,y) | a <2 <b, ¢ <y <d} téglalap alaki

tartomdnyon, akkor
//T f(z,y) dA z/cd/abf(x,y) dr dy = /ab/cdf(x,y) dy da (1.19)

Az el6z6 kijelentésben elhagytuk a zardjeleket. Megéallapodunk abban, hogy az ilyen médon felirt t6bbszoros
integralokat dgy olvassuk, hogy mindig a legbelsé integralast végezziik elészor, és kifele haladunk az integrél jelekben
balra, a differencia jelekben jobbra.

Példa 6 Legyen f(x,y) =1—622y ésT: 0<x <2, -1 <y<+1

=2
° fjll {f(f (1 — 62%y) dz] dy = fjll [z — Gm—;y} - dy = fjll (2 — 6§y) dy = fjll (2 —16y) dy = 4.

o fog [f_+11 (1—6z%y) dy} dx = 02 (2) dx =4. , mint az eléz6.



1.5. Nem téglalap, de korlatos ”mérhet6” tartomény

Ha a kétdimenziés D tartomany nem téglalap, akkor is felszeletelhetjiik az elobbi médon, azaz behalézzuk az x-
és az y-tengelyekkel parhuzamos vonalak sokasdgaval Az igy kapott kis T} tégldkabdl csak azokat vegyiik figyelembe
és szamozzuk be valahogy k = 1-t0l n-ig, melyek teljes egésziikben D-ben vannak. Minden ilyen téglabdl kivalasztva
egy (2, yr) € Ty pontot készitsiik el az

Sy = Zf(xkvyk) AAg (1.20)
k=1

Osszeget. A lényeges kiilonbség a kordbbi (1.2) 6sszegiinkhoz képest, hogy a AA, = AxpAyy terlileti elemi téglalapok
egyiittese most nem fedi le teljesen a D tartoményt. Nyilvanvald, hogy a beoszté hdlé finomitdsaval D egyre nagyobb
részét lefedjiik. Ha a D tartomdny hatarolé gorbéi elegendéen simak, akkor

lim " AA, (1.21)
1étezik és a D teriiletével egyezik meg. Ilyen ”"mérhets” tartomdanyokon folytonos f(x,y) fliggvényekre 1étezik lim (.S,,),

és azt:

Definicié 7 Az f figgvénynek a D tartomdnyra vett kettds integrdljinak nevezzik, jelélése:

//D f(z,y) dA = lim ng(xk,yk) AA, (1.22)

Az , Ay —

Megjegyzés 8 A kettds integrdl létezéséhez kevesebb feltétel is elegendd, de ezzel most nem foglalkozunk.

A kett8s integral geometriai jelentése hasonld a téglalap alakd tartomédnyokndl megfogalmazottéval. Ha az f(z,y)
fliggvény nem negativ D-n, akkor, a kett&és integral annak az egyenes hengerszerii H testnek a térfogatat adja meg,
melyet alulrél D, felilrdl a z = f(xz,y) feliilet hatarol.

V://D Fo,y) dA (1.23)

1.6. Szukcessziv integralas altalanos tartomanyon

Legyen a D tartomany olyan, hogy
a<z<b & gi(r) <y<g) (1.24)

azaz x-ben minden pontja a és b kozé esik, a hatérolé gorbéi pedig y = g1(z) és y = go(x). Az a-tengelyre merdleges
sikokkal szeletelve a H testet a szeletek térfogata

ahol
g2(x)
A= [ ) ay (1.26)
g1()
A szeletek Osszesitett térfogata hatardatmenetben
m b
V= Alirri)();A (i) - Azmy = /a A(x) dz (1.27)

A kettés integral kiszamitasahoz tehat kapjuk, hogy

V= //T flx,y) dA = /abA(x) dr = /ab [/gf::?)f(x,y) dy] dx (1.28)

Az eredmény &altalanositisa:



Tétel 9 (FUBINI) f(x,y) tetszdleges folytonos figguény a D tartomdnyon,
1) ha D olyan, hogy a <x <b és gi(x) <y < ga(z) ahol g1 és g2 folytonos gorbék, akkor

[ seran = [ [ e ] .29

2) ha D olyan, hogy c <y <d és hi(y) <z < ha(y) ahol hy és hy folytonos gorbék, akkor

/D fz,y) dA = /cd [/]::j) f(z,y) dm] dy (1.30)

Az integralas sorrendjét jelzd belsé zardjeleket megint megsporolhatjuk.
A szukcessziv integralds masik szokasos felirasa, hogy el6re felsoroljuk, hogy milyen hatarok kozott és milyen
valtozoban kell integrélni, majd leirjuk az integralandé fiiggvényt

/ b l /g g(()) o) dy] aa= [ o / QQ(T) dy - {f(x,9)} (1.31)
/Cd th((j Fy) dx] dy—/ day /th(y dz - {f(z,9)} (1.32)

Ez esetben a jobbra 4ll6 integraldst az 6t balrdl megel6z6(ek) el6tt kell elvégezni.
Példa 10 Legyen f(x,y) =3 —x —y és D a (0,0),(1,0) és (1,1) cstucspontokkal adott hdromszégletd tartomdny.

e 0<xz<1 és ¢gi(x): y=0 tovdbbd g2(z): y==x
T 27Y
Ekkor // f(z,y) dA :fol [y (B—z—y) dy] dx:fol Fwi%yi%}y
D

1 2
dr = (3 - 2—”’—)(1 =1
, 9 Jo (Bz—=z 5 x
e 0<y<1 és hi(y): =y tovdbbd ha(y): z=1

Ekkor//D f(z,y) dA :fol [fyl(?)—:r— )dw} dy—fo [3:10 ——yxrzl dy—fo (2—dy+3y?) dy=1

Az integralasokat mindkét sorrendben elvégezhetjik, az eredmény ugyanaz. Nem ugyanaz viszont a befektetett
munka, ugyanis az egyik sorrendben az integraldas "nagyon nehéz” lehet, mig esetleg a masikban egyszert.

Példa 11 Az eldbbi példa hdromszog alakd tartomdnydn integrdljuk az f(x,y) = %(x) (y-ban konstans) figgvényt.

° fo [ x sm(x dy} dxffo [sm(:z:)y} io d:r—fo sin(x) de =1 — cos(1)

x

° fol f;%(z) dx} dy = f (227277 ; dy = 1 — cos(1), ahol a f;%@) dr integrlt nem tudjuk elemi

fliggvényekkel felirni

1.7. Tartomanyok és integraldsi hatarok

A kettos integral szukcessziv kiszamolasakor a tartomany hatédraitdl fliggd integrélasi hatarok megéllapitasiara az
alabbi szabdly javasolt. Példaként tekintsiik az x +y = 1 egyenes és az 22 + y? = 1 egységsugart kor altal hatdrolt
tartomanyt az els6 siknegyedben.

e Rajzoljuk le a tartomanyt és allapitsuk meg valamelyik tengelyen a maximalis kiterjedését. Esetiinkben példéul

0<z<1 (1.33)

e Egy megengedett z-nél hizzunk egy egyenest y-tengellyel parhuzamosan és olvassuk le, hogy az egyenes hol 1ép
be a tartomanyba, és hogy hol 1ép ki. Esetiinkben

l—z<y<y1-—2a2 (1.34)



e Tehat
x=0.1¢é y=01-2x)../1—a? (1.35)

//fxy dA = //11962 f(z,y) dy dx (1.36)

Az eljarast az y tengelyen mért maximalis kiterjedéssel inditva hasonléan kapjuk, hogy

y=0.1é6 a=(1-y).\/1—-192 (1.37)

//fxy dA = //1y flz,y) dz dy (1.38)

Példa 12 Forditsuk meg az integrdlds sorrendjét az aldbbi integrdlban

és

és

2z
I :/ flz,y) dy dx (1.39)
0 Jzx2

A D tartomdnyt felrajzoljuk, ez az y = 2x és az y = x> hatdrolégdrbék &ltal jellemzett sikidom. Léathaté, hogy

4 vy
y=0.4 és x= %\/ﬂ azaz [ :/ / f(z,y) dx dy (1.40)
0 2

3 41
1 :/ / e’ dy dx (1.41)
0 Jy/z/3

A tartomdany az elsd siknegyedben van, ott az y = 1 és az y = /x/3 gorbék hatdroljdk. Amuigy nézve a hatdrgorbék
x=0¢és az v = 3y? és

Példa 13 Megforditando és kiszamolando

3yT 1 ;
y=0.1 és z= O..3y2 azaz I = / / eys dr dy = / 3y26y3 dy=¢e—1 (142)
0

Gyakorlé feladat 14 Szdmitsuk ki az aldbbi integrdlokat. Milyen tartomdnyra vonatkoznak az integrdlok?

3 2 T T 1 y2
/ / (4—y?) dy dz / / x-sin(y) dy do / / 3y - e dx dy (1.43)
o Jo o Jo o Jo

Gyakorlé feladat 15 Hatdrozzuk meg az f = 2 + y? fiigguény integrdljdt a (0,0),(1,0) és (0,1) esicsokkal adott
hdaromszogon.

Gyakorlé feladat 16 Forditsuk meg az integrdlds sorrendjét az aldbbi integrdlokban

4— y +VA4—22
/ / y dy dx és / / 6z dy dx (1.44)
Vi—z?

1.9. Integralas sikbeli poldarkoordinatakban

Megmutatjuk, hogy
dA=dx dy=rdrdp (1.45)

//D f(z,y) dA Z//f(x(r,cp),y(r,@))rdr dyp (1.46)

moédon alakithatjuk szukcessziv integraldsokka. Az utobbi integraldsokat tetszéleges sorrendben elvégezhetjik, a
kozonséges hatarozott integrdlok hatarait a tartomany alakjanak megfeléen valasztjuk.

és a kettbs integralt a



2. A HARMAS INTEGRAL

Példa 17 A 3D térfogatot a p = 3cos(p) henger, a z =0 és a z = —y sikok hatdroljik. mekkora a térfogata?

A negyedik siknegyedben lev6 alakzatot valasztva
3 27 r3cos(p) p-sin(p)
p =g 21, p=0.3cos(p) és z=0.. — p- sin(p) miatt V = / / / pdz dp dyp
3

27 3008(4,0 27 1 9
/ / 2. sin(p) dp dp = —9/ cos3(p) - sin(p) dp = 9/ u® du = 1
3 0

27

Példa 18 Felilrél z = 4 — 4(x? + y?) alulrdl z = (2% + y2)2 — 1, mi a térfogat?

z=4—4(z*+y?) = (a2 + y2)2 —1 = lathatéan 22 + y? = 1 a vetiilete az (z,y) sikra.
=027, p=0.1és z= (p4—1)..4(1— ) mlattV—Qﬂ'/ / pdzdp

1
5 4 1 8
V=2 5—42—4 do=27 = — = — = — —
[ 6w (343

Példa 19 Szamoljuk ki a gomb térfogatat Descartes-, henger- és gombi koordindtdkban!

27 3 4
/ // - sin (¥ drdﬁd<p:27r~2-%:§]{3

o 1+4/R2_p2 R 9 3 R
/ / / pdz dp dp = 271'/ 2p\/ R?2 — p?dp =27 [— (R2 — p2) = _—R?
R2,p2 0 3 0 3
+R p+VRZ—x? R2—12—y2 +R p+VRZ—22 4/ RZ—12—y2
/ / / dzdydx:S/ / / dz dy dx = ...
VR2—z? 327x27y 0 0 0

3. TOBBSZOROS INTEGRALOK SZAMITASA INTEGRAL-TRANSZFORMACIOVAL

Példa 20 Helyettesitéssel szamoljuk ki

1 1—x
I:// VT ty(y—22)° dy da
o Jo
Legyen
1 1 1 _1 1
u=z+y,v=y—-2zx = z=-(u—-v),y==-QRut+v) = J=|3§ $|==
3 3 : 173

A hatdrol6 gorbék a két sikon
z+y=1= u=1
=0 = wu=v
y=0 =2u+v=0

amibdl az integral

I 03" 1! ! 2
I—// Vv fdvdu:f/\/ﬂ— du:f/ Vu (u? + 8u?) du:/u7/2du:f
2u 3 Jo 31 2y 9 Jo 0 9

(3.2)

(3.3)

(3.4)



Példa 21 Helyettesitéssel

3 04 py/241 o0
I:/// <x y+z> dz dy dz
0 Jo Jy/2 2 3

Legyen

2Ww=—- = zcT=u+v,y=20,z2=3w = J=

o O =
O N =
w oo
Il
(@2}

A hatéarold feliletek a két térben

r=13% = utv=v =u=0
r=4+l=utv=v+l=>u=1
y=20 = 20=0 =v=0
y=4 = 20=4 =>v=2
z=0 = 3w=0 = w=0
z=3 = 3w=3 = w =

amibdl az integral

1 2 1 1 2 1 1 1
I:/du/ dv/ dw {u+w}-6:6/ du/ dv Ju+ = :6/ du 2u+1}=642-+1, =12
0 0 0 0 0 2 0 2

Példa 22 Mekkora az

ellipszoid térfogata?

Elliptikus koordindtakat valasztunk

a 00
uzf,v:y,w:E = z=au,y=bv,z=cw = J=|00b0|=abc
a b c 00
c
A tartoméany
W+t +uwi<l = G
az egységsugard gémb, tehat
4
V= /// labe| dV (u,v,w) = il |abc]
G 3
Példa 23 Helyettesitéssel
I:///(mf—i—?myz) AV D:1<z<2,0<zy<2,0<z<1
D
Legyen
v w 1 0 O 1
u=z,v=zy,w=32 = x=u,y=—,2=— = J=|71/u 0|=_—
u 3 ?o0 13| B
A hatérok

amibdl az integral

2 2 3 1 2 2 3 2
I:/du/ dv/ dwwzf /Udv du [ dw (1—|—E)=/du 2—|—§ =2+1In(8)
0 0 0 3u 3 \Jo 0 0 u 0 u

(3.6)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



4. INTEGRALAS VEKTORMEZOKON

4.1. A els6 tipusi vonalintengral

Tekintsiik az f(z,y, z) : D C R® — R haromvéltozés fiiggvény értékeit az értelmezési tartomanydban futé

C: rt)=z@)-i+y@t)-j+zt)-k , a<t<b

(4.1)

gorbe mentén. Daraboljuk fel a gorbét n darab elemi {vdarabkdra. Legyen a k-adik {vdarab hossza Asy és (xg, Yk, 2k)

egy tetszoOlegesen valasztott pont a gorbe ezen szakaszan. Készitsiik el az
n
Sp = Zf(xkvykazk) Asy,
k=1

részletosszeget.

(4.2)

Tétel 24 Ha f folytonos és a gorbe @ (t),y (t) és 2 (t) elsé derivdltjai folytonosak, akkor S, konvergens, mikozben

n — 0o €s Asy — 0. A beosztds iménti finomitdsdat réviden As — 0 alakban jeldlve a

lzm S, = lzm Zf Tk, Yk 2k ) ASk / f ds

(4.3)

hatdrértéket az f figguénynek az r (t) gérbe mentén velt 1. tipusid vonalintegrdljdnak nevezzik.

A vonalintegral kiszamitasa visszavezetheto kozonséges integralasra. Felirhatjuk ugyanis, hogy

(ds)* = (dz)” + (dy)” + (dy)* = [(@2 + (‘2{)2 + (‘(Z)T (dt)>?

azaz
ds =|v(t)|dt = /22 +y>+ 22 - dt
ahol
t
v(t)z%z:’v(t}i—i—g)(ﬂ-j—i—é(t)-k

a paraméterezett gorbe sebességvektora. Ha v(t) folytonos és sehol sem nulla, akkor

b
/ fds:/ F@®),y(),2(0) V(D) di
C a

Ez utobbi kozonséges hatarozott integral fliggetlen a paraméterezéstol.
Példa 25 Legyen f = x — 3y + z és integrdljuk a (0,0,0) és az (1,1,1) pontokat sszekitd
A gorbe egy lehetséges paraméterezése
C: r(t)=t-i+t-j+t-k , 0<t<1
ahonnan
vit)=1-i+1-j+1-k = |[v@)|=vI+12+12=3
és

Fat),y(),z(0) =a(t) =3y ()" +2 () =t -3t +1

(4.7)

egyenes szakasz mentén.
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1
/fds:/ (2t —3t%) - V3 dt =0 (4.11)
C 0

A vonalintegrélok hasznos tulajdonsaga, hogy a véges sok Cp,Cs,...,C,, egymdashoz kapcsolodd sima gorbébol
Osszerakott C' Osszetett gorbére igaz, hogy

/ fds= fds+ fds+...+/ fds (4.12)
c Cu Cs Crm

Példa 26 Legyen a fiigguény az elébbi, de most a (0,0,0) — (1,1,0) — (1,1,1) két egyenes szakaszbdl dlls giorbe
mentén szamoljuk ki az integrdlt.

Egyszerli paraméterezés:

C; :r(t)=t-i+t-j+0-k , 0<t<1 (4.13)
Cy :r(t)=1-i+1-j+t-k , 0<t<l1 (4.14)
ahonnan
vit)=1-i4+1-j40-k = |v{)=vVI2+12+02=1+2 (4.15)
Vo) =0-i40-j+1-k = |v@)=v02+02+12=1 (4.16)
és

1 1
/ fds=[ fds+ fds:/ (t—3t2+0)~\/§dt+/ (1—3~12+t)~1dt:—§—g (4.17)

c Ci Cy 0 0
Figyeljik meg, hogy a két szakaszbdl allé gorbe kezdd- és végpontja ugyanaz, mint az el6z6 példdban volt, a gorbék
azonban kilénbozék és a vonalintegral értéke is mds lett. A konzervativ terek (vektormezdk) kapesdn visszatériink
erre a kérdésre.

Ha a gorbe a keresztmetszetéhez képest vékony ”drétszeri” test, akkor a vonalintegrél segitségével néhany fizikai

jellemz&t a vonalmenti tomegsiiriség segitségével szdmolhatunk. Ha a gorbe valamely (z,vy,2) pont korili kis ds
hossziisdgi darabjanak a tomege

dm =0 (z,y,2) - ds (4.18)

azaz o (r,y, z) a vonalmenti tomegsiiriiség, akkor az aldbbi fontosabb jellemz8ket szdmolhatjuk

M:/ o ds (4.19)

c

MI:/ m~ads,My=/ y-ods,MZ:/ z-0ds (4.20)
c c c

Im:/ (y2+22)-ods,ly:/ (x2+z2)-ads,fzz/ (2* +9%) -0 ds (4.21)
c c c

ahol M az Gssztomeg, az (M, M,, M) elsé momentumokkal a gérbe silypontja

M, M, M,
(X,Y,Z) = (M, N M> (4.22)
az I, I, és I, a koordindtatengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékok.
Példa 27 Szdmitsuk ki a homogén o (x,y, z) = oo tomegeloszldsi
C :r(t)=cos(4t)-i+sin(4t)-j+t-k , 0<t<2rm (4.23)

spirdlrugodarab ossztomegét és a z-tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékdt.
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A sebességvektort kiszdmolva

v(t)] = /(4 sin(d8)? + (4 - cos(4t))? + 12 = VIT (4.24)
Ezzel

2m
M:/ UdSzao/ ds =09 L =09 V17 dt = og - 27V 17 (4.25)
c c 0
ahol L a gorbe hossza. Hasonldéan kapjuk, hogy
2
I = / (2® +y?) -0 ds = o9 / (1) - V17 dt = 0¢ - 27V 1T (4.26)
c 0

Példa 28 Hol van a silypontja annak a z = 0 sikban fekvd félkor alakd

C:2°4+y*=1 , y>0, 2=0 (4.27)
drotdarabnak, melynek tomegstirisége
c=2—y (4.28)
Alkalmas paraméterezéssel
C :r(t)=cos(t)-i+sin(t)-j+0-k , 0<t<nmw = [v(t)| =1 (4.29)

A szimmetria miatt M, = M, = 0. Meghatdrozandé marad

M=[ ods= | (2—y) ds= ﬂ(2—sin(t))-1dtz?7r—2 (4.30)
fooe=], /

s 8_
M, / Y- O’dS—/ (2—19) ds:/ sin(t) - (2 —sin(t)) -1 dt = 27r (4.31)
0
tehét
M, 18—
Y=""Y=2 ~ 0. 4.32
M 227 -2 0.57 (4.32)

4.2. A masodik tipusid vonalintengral

Vektormezének nevezziik az
F:DCR?) HRS ’ F((E,y72):M((E,y72)i+N(.’E,y,Z)j+P(£L’,y,Z)k (433)

vektor-vektor fliggvényt.
Ilyen vektormzé példaul az f(x,y,z) : D C R?® — R differencidlhaté vektor-skaldr fiiggvényhez rendelt gradiens
mez6

of [, 0F | 0
F(x’y’z)_ax +8y +az

k= vf = grad(f) (4:34)
ami a fizikdban nagy fontossaggal bir.
Példa 29 Specidlisan, ha f = xyz, akkor \yf =yz-i+zxz-j+zy-k

Ha a vektormezd fizikai erével kapcsolatos, akkor a Ar (nagyon kicsiny) elmozdulds sordn végzett munka

AW =FAr =M (z,y, z)Ax + N(z,y,2)Ay + P(x,y, 2) Az (4.35)

Legyen T az elmozdulas irdnydba mutaté egységvektor és As az elmozdulds nagysaga, azaz Ar = TAs és AW =
FAr =F - TAs. Ha a mozgés a térben a C' gérbe mentén torténik, mikézben a goérbe k-adik kis szakaszén AW}
munkavégzés van, akkor a teljes mozgds soran végzett munka

WY AW (4.36)
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A gorbén a beosztast finomitva kapjuk a munka-integralt
Wz/ F~Tds:/ F-dr:/ Mdm—i—/ Ndy+/ P dz (4.37)
c c c c c

_dr
T ds

ahol

T(z,y, z) (4.38)

a gorbe érint6é egységvektora. Az integrél 1étezik, ha az F er6 folytonos fliggvénnyel irhaté le és C' szakaszonként sima
gorbe. Vegyiik észre, hogy az integral el6jele fiigg attol, hogy a gdrbét melyik irdnyban jarjuk végig. A munka-integrél
kiszamolasahoz célszerli a gorbét paraméteres alakban felirni. Ha

C: rt)=z@)-i+y@)-j+2zt)-k , a<t<b (4.39)

akkor

b b b b
dr dx dy dz
W = F-— dt = M— dt N—= dt P— dt 4.40
/a dt /a a T /a a T /a dt (4.40)

Példa 30 Hatdrozzuk meg a munkdt, ha
F(z,y,2) = (y—2%)-i+ (2 —¢y*)-j+ (z — 2°) 'k és C: rt)=ti+t?-j+t3k , 0<t<1 (4.41)

A gorbe paraméteres egyenletébdl

F=(¢—)i+ (=t - j+ (t—1°) -k (4.42)
és
dr . . 9
v(t):E:1~1+2t~_]+3t -k (4.43)
azZazZ
d
F.di; =1( = %) +2t (£ —t*) + 36> (£ — %) = 2t* — 2t° + 3¢ — 3¢ (4.44)
Ezekkel a munka
’ ! 5 29
W:/ F-vdt:/ (2t* — 217 + 3¢% — 3t%) dt = =5 (4.45)
a 0

A munka integralra hasonlité kifejezést kapunk, ha a vektormezé nem erétérrel, hanem valamilyen sebességtérrel
kacsolatos. Ha F(z,y, z) azt mondja meg, hogy az (z,y, z) helyen valamely dramlé kozeg sebessége milyen, akkor a

W:/ F~Tds:/ F-dr (4.46)
C C

integral a C' gorbe mentén vald ered§ dramlast adja meg.
Példa 31 Tekintsik az F(x,y,z) =x-i+2z-j+y-k sebességmezdvel jellemzett dramldsi teret. Mekkora az dramlds a
C: r(t)=cos(t)-i+sin(t)-j+t-k , 0<t<m7/2 (4.47)
csavarvonal mentén?
A kiszamolashoz
F(x,y,z) =cos(t)-i+t-j+sin(t) -k és v=—sin(t)-i+cos(t)-j+1-k (4.48)

miatt

(4.49)

[N

w/2
W = /C F.dr = /0 (—sin(t) - cos(t) +t - cos(t) + sin(t)) dt =

e
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4.3. Zart gorbe: cirkuldcié és fluxus

Kiilonosen fontos jellemzo6 a zart géorbén valo aramlas mértéke, ez a kozeg adott gorbére vett cirkulacidja:

R= %c F.dr (4.50)

Példa 32 Mekkora a cirkuldcidja az F(z,y,z) = (x —y)-i+2-j+0-k mezdnek az
r(t) =cos(t)-i+sin(t)-j+0-k , 0<t<27 (4.51)
egységsugari koron? (Vilasz: R = 2m)

A most kovetkez6 megfontolasokat kétdimenzids mezdkre és sikgorbére végezziik el. A probléma harom dimenziés
valtozataval a fejezet végén foglalkozunk.

Két dimenzids aramlasi terekre gondolva felvetédik a kérdés: hogyan lehet kiszdmolni egy zart gorbe altal hatarolt
tartomanybdl kifolyd anyagmennyiség mértékét? Ha

F(Jc,y):M(m,y)i—l—N(m,y)j (452)

mondja meg az dramldsi sebesség irdnydt és nagysagat az (x,y) pontban, akkor

@:j{ F . nds (4.53)
C

a zart C' gorbe hatdrain kidramlé mennyiségre jellemzd, ha n(z,y) a gorbének a tartomanybdl kifele mutaté normalis
egységvektora. Szokdsos elnevezéssel a ® szam a vektormezének a C gorbére vonatkozo fluxusa. Kiszamoldsihoz
frjuk fel az n(z,y) kifele mutaté normdlist. A gorbe normdlisa a gorbe érint8jére merdleges vektor. A tartomédnybdl
kifele mutaté normalis iranyt az alabbi mddon valaszthatjuk ki:

Vaélasszuk a zart gorbe bejardsara az irdnyt, hogy a bezart tartomény mindig a bal keziink felé essen. Ezt a
kortljarast nevezzik pozitiv bejarasnak. Ha a bejaras irdnyaba mutaté érinté egységvektor

T=T,-i+7T,- ] (4.54)

akkor a rd merdéleges, kifele (jobbra) mutaté egységvektor

n(z,y) =T, i-T; -j (4.55)
Figyelembe véve, hogy
dr dx dy
T =— T, = — T, =— 4.
ds Tods T 7Y ds (4.56)
kapjuk, hogy
@z% F-nds = ]{ (Mngy + Nny) ds = ]{ (MT, — NT,) ds = ]{ (M dy — N dz) (4.57)
c c c c

Példa 33 Mekkora a fluzusa az el6z6 példiban vett F(x,y) = (x —y) -1+ x - mezdnek az egységsugard korre
vonatkozdlag?

Mivel
r(t)=cos(t)-i+sin(t)-j , 0<t<2r (4.58)
irhatjuk, hogy
x=cos(t) , y=sin(t) = dr=-—sin(t)dt é dy=cos(t)dt (4.59)

amivel

2 2m
o= j{) (M dy — N dz) = /0 ((cos(t) — sin(t)) cos(t) + sin(t)cos(t)) dt = /0 cos(t)cos(t) dt = (4.60)
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4.4. Konzervativ terek

Tekintsiink két olyan tetsz6leges C és C' gorbét, melyek kezd8- és végpontja ugyanaz. Lehetséges (de nem
tipikus, ldsd a kordbbi (4.17) példét), hogy a vektormezd olyan, hogy a két pont kozotti kiillonbozé tton szémolt
munka-, vagy aramlési integral értéke ugyanaz

W:/ F-dr:/ F.-dr (4.61)
c ¢

Ha a vektormezore szamolt munkaintegrdl egy D tartomédny barmely két pontjara fliggetlen a két ponot Osszekotd
gorbe alakjatdl, azaz csak a gorbe végpontjaitdl fiigg, akkor a mezot a D tartomanyban konzervativnak mondjuk.

Tétel 34 A (folytonos) F vektormezd pontosan akkor konzervativ, ha ¥ gradiens mezd. Ez azt jelenti, hogy van olyan
f(z,y, 2z) skaldr-figguény, hogy
of

F=vf a2z F=(M,NP) : M=_—"- N—af P—af

83:’ - 67y7 - & (4.62)

Az ilyen [ fiigguény az F vektormezd potencidlfiggvénye. A potencidl ismeretében a munka-integrdlra igaz, hogy a
gorbe alakjatol figgetlendl

W = F-dr = f(r2) — f(r1) (4.63)
C:1—2

ahol r1 a gorbe kezdd- és ro a gorbe végpontja.

A tétel a kozonséges integraloknél megtanult Newton-Leibniz-formuléara hasonlit. Annal is inkabb igy van ez, hogy
elébb feltéve, hogy F = <7 f irhatjuk, hogy

dI‘_ dr B ﬁ
- VhE T w (4.64)
és
_ _ ta df B .
W= Jonn TS / (dt> dt= f (O] = f(2) = f(r1) (4.65)

A masik allitas, miszerint a konzervativ mezdkre 1étezik potencidl gy bizonyithatd, hogy felirjuk a tetszdéleges
D-beli rg pontbdl kiindulé akarmilyen gorbe mentén szamolt

f(r):/c Fdr , C : r9—r (4.66)

integralt (mint a fels6 hatédr fliggvényét). Megmutathatd, hogy ekkor valéban

Vi) =V ( / F~dr’) _F (4.67)

Legyen ugyanis C' egy specidlis gorbe

C:r(t)=ro+ti 0<t<h azaz r =ro+hi (4.68)
ekkor

9 (r) —if(r) _ ' F-idt = M (ro) (4.69)

oz’ | T dn Yy dh g e '

és hasonldan a masik két koordinataban.

Példa 35 Az F(z,y,2) = yz-i+xz-j+ zy -k mezd nyilvan konzervativ, hiszen F = V (xyz). Bdrmilyen C gorbével
is kotjik ossze az (—1,3,9) és a (1,6, —4) pontokat:

/ Fdr=1-6-(—4)—(-1)-3-9=3 (4.70)
C



15

Tétel 36 AzF(x,y, z) vektormezd pontosan akkor konzervativ egy D tartomdnyban, ha a tartomdnyban futé bdrmely
C zdrt gorbére

]{Fdr =0 (4.71)
c

Az allitds bizonyitdsdhoz a zart gorbét két kiilonbozé a és b pontjaval vagjuk szét két gorbére az irdnyitasokat
megtartva. Legyenek ezek C; : a— b és Cy : b — a. Az integral additivitdsa miatt

%Fdr:/ F~dr—|—/ F.dr (4.72)
C Cl 02

/ F-dr = —/ F.dr = %Fdr =0 (4.73)
Cy Ca C

mert Cy megforditott irdnyitassal ugyanugy az a-bol a b-be mend gérbe, mint C;.
Megforditva:

Ha a mez6 konzervativ, akkor

]{F-dr -0 = Fedr + / F.dr =0 (4.74)
C Cy Ca

miatt az a és b pontokat 6sszekotdé barmilyen gorbére az integral (abszolit) értéke ugyanaz, azaz az csak a kezdd- és
a végpontoktol fiigg.
Marmost, ha a konzervativ mezékben ilyen egyszerd a vonalintegral szamolasa, akkor felvetédik a kérdés

e Hogyan lehet eldonteni adott vektormez6rdl, hogy konzervativ-e?

e Ha konzervativ a mez0, akkor hogyan lehet megtalalni a potencidljat?
Az els6 kérdés megviélaszolasara az aldbbi tétel jol hasznalhatd

Tétel 37 Egy D tartomdnyban folytonos elsd derivdltakkal rendelkezéd F(x,y,z) = (M, N, P) vektormezd pontosan
akkor konzervativ , ha a tartomdnyban rot (F) = 0. A 7rot” mdvelet a "rotdicié” réviditése, ezzel részletesebben
késdbb foglalkozunk, most elég, ha azt tudjuk, hogy

ON oM 9P OM 9N 9P

rot (F) =0 9 oy s 0: 95 oy

(4.75)

A tétel allitdsanak egyik részét a kovetkezd uton lathatjuk be. Ha a mezd konzervativ, akkor van potencidlja:

of of of
Vf = 55 9y B (4.76)
Ekkor példaul
ON o (of 2f , oM o (0f o f
e S G A R bs — = — [ L) = (4.77)
dr  Ox \ Oy dxdy oy Oy \ Or Oyox
A vegyes masodrendii parcidlis derivaltak szimmetrikusak, azaz
2 2
o°f  o0°f ON OM (4.78)

0xdy  Oydx — or 6731

és hasonléan a mésik két egyenldségre. A forditott allitds, hogy a hérom egyenléség (4.75) jobb oldalédn elégséges
feltétele annak, hogy F(x,y, z) konzervativ mez6 legyen. Ezt most nem bizonyitjuk, a kés6bb megismerendd (Stokes-)
tételnek ez kozvetlen kévetkezménye.

Példa 38 Lattuk, hogy F(x,y,2) = yz-i+xz - j+ zy - k konzervativ. Ezt most azzal is igazolhatjuk, hogy kézvetlen
differencidldssal kiszdmoljuk a rotdcio eltinését jelentd (4.75) parcidlis derivdltak egyenléségét (H.f.). Ha nem
tudnank, hogy f = xyz potencidlfiggvénye ennek a mezdének, akkor hogyan keresnénk meg a potencidlt?
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Keressiik tehédt az az f(z,y, z) fliggvényt, amire teljesiil, hogy

of _ of _ Of _

g - = 4.
v g g =y (4.79)

Ez egy specidlis parcialis differencidlegyenlet f-re, amit kozvetlen integralassal megoldhatunk. Az els6 egyenletet =
szerint integraljuk, mikozben y-t és z-t allandénak fogjuk fel. Igy kapjuk, hogy

fzyy, 2) = zyz + ¢y, 2) (4.80)

ahol a ¢ integraciés allandét y és z fliggvényeként irtuk fel, arra gondolva, hogy ennek értéke valtozhat, mikozben y
és z valtozik. Az igy kapott fiiggvény akkor elégiti ki a masodik egyenletet, ha

= ) —et Go—as =+ ST=0 = el =c() (481)

majd a harmadik egyenlet miatt
c(z)=c (4.82)

azaz a keresett potencialfiiggvény
fzyy,2) =xyz +c (4.83)

ahol ¢ tetszoleges allandé.

Példa 39 Legyen F(x,y,z) = [e®cos(y) + yz]-i+[xz — e®sin(y)]-j+ [xy + 2] -k egy ellendrizhetden (H.f.) konzervativ
mezd. Mi a potencidlja?

Az elsé komponensre

of

5p — LeTcos(y) +yz] = fla,y,2) = e®cos(y) + 2yz + c(y, 2) (4.84)
amibdl
or _ —e"sin(y) + xz + gc(y z) =[xz — e®sin(y)] = gc(y 2)=0 = c(y,2) =c(z) (4.85)
8y 8y ) 8y ) ) M
majd a harmadik egyenlettel
of 0 0 22
- xy + gc(z) = [zy + 7] = Ec(z) =z = c¢(z)= 5 +ec (4.86)
azaz
52
flx,y,z) = e"cos(y) + zyz + 5 +c (4.87)

Példa 40 Az F(x,y,2z) =y-i—x-j+ 0-k mezd nem konzervativ, hiszen példdul

ON oM

=l # =+ (4.88)

Igy aztan az elézdekben vdzolt integrdldsi séma nem vezethet eredményre. Es valoban

af af 0
= = _— = _— 4.
g~ Y T [fEwytcyr) = 9y ° 8y0(y,z) (4.89)
a mdsodik egyenlettel dsszevetve
0
—c(y,2) =2x (4.90)

dy
lenne, ami képtelenség, hiszen a bal oldal (y, z), mig a jobb oldal x fiigguénye, ami minden (x,y, z)-re nem teljestlhet.

Példa 41 Nem konzervativ az F(x,y,z) = [22¢ — 3] -i— z - j + cos(z) - k mezd.
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4.5. Differencidlformak

Az munkaintegralokat felirhatjuk az

W:/ F~dr:/ Mdm—f—/ Ndy+/ sz:/ Mdr+ Ndy+ Pdz (4.91)
c c c c c

alakban, ahol az utolsé jel6lés sugallja, a
0f =M dx + N dy+ P dz (4.92)

(3 valtozds) differencidlforma bevezetését. Kordbban (M, N, P) egy vektormezd komponensei voltak, most
gondolhatunk tetszéleges M, N, P fiiggvényekre a kifejezésben. Lattuk, hogy az ilyen differencidlformak gorbék mentén
valé integraldsa kiilonosen egyszer(i, ha torténetesen van olyan f(z,y, z) fliggvény, amire

Cof . of o
M=5o N=5 . P=5 (4.93)
Hiszen ekkor
0 0 0
ﬁ:ém+£@+£w:#:>éw=4%#m—m0 (4.94)

ahol r; a gorbe kezd6- és ro a gorbe végpontja.

Definicié 42 AdJf = M dx + N dy+ P dz differencidlforma egzakt D-ben, ha van olyan f fliggvény, hogy D minden
pontjiban § f = df

Tétel 43 A 6f =M dx + N dy+ P dz differencidlforma pontosan akkor egzakt D-ben, ha D minden pontjaban
ON OM oP OM ON 0P

- = = == = _Z 4.
Ox Oy = Ox 0z ' 9z Oy (4.95)
Vektormez&knél ez pontosan akkor teljesiil, ha a mez6 konzervativ.
Példa 44 A §f =y dx + = dy + 4 dz differencidlforma egzakt, hiszen
ON Oz oM 0Oy
ov_9r_, _ 9M_oy_y 4.96
oxr  Ox dy Oy (4:96)
oP 04 oM Oy
it T I i Sk (497
ON Oz oP 04
o _dr _, _ 9L _0%_, 4.98
0z 0Oz dy Oy )
€s
of
% =+ (%g/y,z) =N=z = c(y,2) =c(?) (4.100)
of Oc(z) B
3, = 5, =P=4 = ¢(z)=4z+c (4.101)
Tehdt
flx,y,2) =ay+4z+c (4.102)

és példdul az (1,1,1) — (2,3, —1) pontokat dsszekitd bdrmilyen gorbe mentén

/§f:/ df = f(2,3,-1) — f(1,1,1) = —3 (4.103)
C C
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Példa 45 A termodinamika elsé fotétele azt mondja ki, hogy termodinamikai folyamatok soran nem lehet energidt
nyerni. Matematikailag ezt dgy fejezhetjik ki, hogy a (belsé) energia dllapotfiggvény, azaz bdarmilyen folyamat
segitségével is jutunk el az (1) dllapotbdl a (2) dllapotba

U@2) - U(1) = AL + AQ (4.104)

A konkrét folyamattdl fiigg, hogy kozben mennyi a AL mechanikai munkavégés és a AQ hdcsere, de dsszegik csak a
folyamat végpontjaitol. Leforditva a differencidlformdk nyelvére, azaz a folyamatok infinitezimdlisan kicsiny szakaszait
vizsgdlva

dU = 6L + 6Q (4.105)

amivel azt fejezziik ki, hogy 6L és 6Q nem egzakt differencidlforma, de dsszegik mdr igen, és emiatt

/ dU = U(2) — U(1) (4.106)
Ci1—-2
A kétvaltozos differencidlformak izgalmas tulajdonsiaga, hogy azok egzaktta tehetdk.
Tétel 46 A 6f = M (z,y) dz + N (z,y) dy differencidlformdhoz taldlhats olyan u(x,y) figgvény, hogy
p(z,y)of =dg (4.107)
egzakt forma legyen. A p(z,y) figgvény(ek) neve: integrdld tényezd.
Nyilvanvaldan az egzaktsag feltétele, hogy

p(z,y) M (z,y) = W és u(x,y)N(a:,y)agg;’y) (4.108)

legyen. Az integrald tényezé (és igy g (z,y)) felkutatdsa ezek alapjdn a kovetkez6képpen végezhetd el. Tekintsiik a

99 99
g(zy)=c 2: " 9, (4.109)
egyenletet, amit felfoghatunk gy, mint az
y=y() (4.110)
fliggvény implicit megadasat. Akkor azonban
dg Ogdy dy dg dg M
—+——=0 = —=—-|= = | =—-—= 4.111
ox + Oy dx dx Or / dy N ( )

Ha megoldjuk az utébbi kézonséges differencidlegyenletet y = y (x)-re, akkor megkapjuk a u és g fiiggvényeket.

Példa 47 Legyen §f = —y dx + = dy, amirdl lathato, hogy nem egzakt. Keressiink integralo tényezot!

Esetiinkben
dy _y
- = 4.112
der x ( )
A valtozdk szétvilasztdsaval és integralva
d d
== In(y) =In(z) + ¢ (4.113)
Y x
Lehetséges vélasztas
g9(z,y) =In(y) —In(z) = c (4.114)
és ekkor
u(w»y)M(w,y)zg = —py=-——- = plzy=— (4.115)

ox x Ty
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és ellendrzésiil

99 (z,y) 1 1

u(z,y) N (z,y) = pr=—- = ux,y =— 4.116
(@9) N (@) = ; (@) =+ (1116)

Misik integral6 tényezét kapunk, ha az

_ y_ _y
In(y) =n(@) +c = —=C = gloy =" (4.117)
utat kovetjik. Ekkor
Y 1

HY=—s = p(z,y) = 22 (4.118)

Gyakorlé feladat 48 Keressiink integrdlo tényezdt a kovetkezd differencidlformdkhoz

1
of = sin(y) de + sin(z) dy §f=(@*-y?) do —(z—y) dy , 6f=1-y*>da - dy  (4.119)
Példa 49 A termodinamika mdsodik fététele. Az elsd fétételt datirva
dU =5L+6Q = 6Q=dU —dL (4.120)

és figyelembe véve, hogy gdzokndl L = —p dV

ou 6U ou ou
0Q=d d dp + —dV dV=|—| d — av 4.121
Q=dU +pdV = {8 + 5y }—Fp Vv {81)] p+{av+p} ( )
Nyilvanvalo, hogy 6Q nem egzakt, hiszen akkor
o [oU o [oU
=== = | == 4.122
o %) = 2 |ov +7) (122

szukséges, azaz

0*U 02U
= +1
oVop  OpdV

(4.123)

lenne, ami ellentmond az U(p,V) figgvény mdsodrendd parcidlis derivdltjai szimmetridjdnak. A kétvdltozds
differencidlforma egzakttd tehetd, azaz van olyan u (p, V) figgvény, hogy

n(p, V) 0Q =dS (p,V) (4.124)

legyen. A mdsodik fététel szerint a p(p, V) integrdld tényezd csak a testek empirikus (“mért) hémérsékletétdl figg,
azaz fliggetlen az azonos hémérsékletinek mért testek nyomdsdtol és térfogatdatol. Szokdsos vdlasztdssal

1

pp V)= (4.125)

ahol T a hémérséklet.  Ezzek wutdn a fététel lényegi dllitdsa: Létezik olyan S (p,V) entropidnak nevezett
dallapotfiiggvény, hogy a termodinamikai folyamatokra

_ %9
ds = = (4.126)

4.6. Green-formula

Megmutatjuk, hogy a folytonos parciélis derivéltakkal rendelkezd A(z,y) fiiggvényre

//8Aﬂcy df = ]{Axy ) dy és //8Axy de—]gcA(x,y)dx (4.127)
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ahol C egy egyszerii zart sikgorbe és S az altala bekeritett tertomany. Tekintsiink azt a zart gorbét, melyet alulrdl az
y = c1(x) és feliilrdl az y = co(x) gorbék hatdrolnak, mikézben a < x < b. A feliileti integrélra ekkor

/], P = / / e dy] dx/ab (Al )= do (4.128)
b

e1 (@) ay y=c1(x)
a b
:/ Az, co(x)) dxf/ Az, cq1(x)) dx = 7/17 Az, ca(x)) d:vf/ Az, ci(x)) dx (4.129)

a

Masrészt a masodfaju vonalintegralunk

ch(x,y) dz = /:A(:c,cl(a:)) dz — /abA(x,CQ(;v)) do (4.130)

ahol figyelembe vettiik, hogy a feliileti integral szdmoldsandl a gorbék irdnyitdsa olyan, hogy c¢; :a — b és ca : a — b,
mikozben a C zart gorbehez co irdnyitasat meg kell forditanunk. Osszevetve kapjuk, hogy valéban

// 0AY) 4 _ —ﬁA(x,y) d (4.131)

Hasonldéan ellendrizhetjiik a mdsik Osszefliggést. A két egyenléség kombindldsdval kapjuk, hogy A(x,y) és B(x,y)
fliggvényekre

// [By — Ay df = ]{A dx + B dy (4.132)
S C
Ha ezt az eredményt egy
F(z,y) = (M(z,y), N(z,y)) = M(z,y) -i+ N(z,y) -] (4.133)
komponenseire alkalmazzuk, akkor a kovetkez6 fontos Green-formulakat kapjuk
e A=M, B=N = Stokes-tétel a sikban
// [Ny — M,] df = ‘7{ M dx+ N dy = % F-T ds=R cirkukécid (4.134)
s c c

e A=—-N, B=M = Gauss-tétel a sikban

// (M, + N,] df = j{ —Nde+Mdy = ]{F ‘n ds=P fluxus (4.135)
s c c
A Green-formuldk jél hasznalhaték arra, hogy a cirkuldciét és a fluxust mésodfaju vonalintegralok helyett kettds
integralokkal szdmoljuk ki. A zart stkgorbe helyett az dltala bezart siktartoményra kell tehét integralnunk
Példa 50 Szamoljuk ki az
Flz,y,2)=(x—y)-i+z-] (4.136)
vektormezd cirkuldcidjdt és a fluzusdt az r sugari kérre vonatkozolag!
Most
My,=1, N;,=1, My=-1, Ny=0 (4.137)

R:jiF-ng://S[Nw—My} df://Sde:2/Sdf:2-r27r (4.138)
@:?€F~nds://s[Mm+Ny} df://sldf:rzw (4.139)

igy

és
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Példa 51 Az elsd siknegyedben levd (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) csicsokkal adott négyzet alakid zdrt gorbe mentén
szamoljuk ki az

7{ — 9y de +xy dy (4.140)
c

integralt!
Vehetjiik igy, hogy
M=zxy é N =y? (4.141)

mely esetben

yi—Ndm—s—Mdy://S[Mw+Ny} dfz//s[y—i—Zy] df:/ol </01[3y] dx)dy:/01[3y] dy=2  (4142)

Ugyanezt kapjuk, ha a

N=xy é M= —y (4.143)

ﬁMW+N®:/KWrWM#E/AWHMW:/LMA#:S (4.144)

modon szamolunk.

valasztassal

Gyakorlé feladat 52 Legyen F(z,y,2) = x -i+y? - j és tekintsiik a (—1,—1),(1,—1),(1,1),(=1,1) origé koriili
négyzetet. Mutassuk meg, hogy

CI):?{F~nds:4 (4.145)
C

A Green-formuldkat ugyan csak egyszerii gorbével hatarolt siktartoméanyra vezettiik le, igazak maradnak azonban
bonyolultabb esetre is. Arra kell vigyaznunk, hogy a feliileti integralok tartoményan a megfelelé parcidlis derivaltak
és a feliileti integrédl létezzen, a gdrbe menti integralokat pedig az Osszetett hatargérbéken kell kiszamolnunk. A
feliletdarab hatarol6 gorbéit tigy kell iranyitani, hogy a tartomény belseje mindig a bal keziink felé essen.

Példa 53 Szdmoljuk ki az

—y-itax-j

F(z,y) = R (4.146)

mezdnek a cirkuldciojdt az origot kérilvevd tetszdleges C zdrt gorbére!

A mez8 szinguldris a (0,0) origbéban. Vegyiik koriil az origdt egy e sugari korrel, gy, hogy a korlap teljesen a C
belsejében legyen. Ekkor

//S [Ny — M,] df=7{C (M dx+ N dy)—l—?{)(]\/l dz + N dy) (4.147)

ahol S a korvonal és a C' zart gorbe kozotti tartomény. Helyesen a belsé C. korvonalat az éramutatd jarasaval
megegyezden (negativ koriiljérds) kell irdnyitanunk, hiszen akkor esik S balkéz felél:

C. : e-cos(t)-i—e-sin(t)-j 0<t<2rm (4.148)
Ekkor

dex = —e-sin(t) dt , dy=—e-cos(t)dt (4.149)
—ydr+a dy=—¢-sin(t)-c-sin(t) — - cos(t) - ¢ - cos(t) = —&* (4.150)
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és

_ 2m 22 2
]{ (M dz+ N dy):j[ —ydrtrdy / S thz/ (-1)dt=—2r  (4151)
Ce. c. T-+Y 0o €2-(cos(t))” +¢e2- (sin(t)) 0

€

Mivel az S tartoméanyon

2w N0y N[ +y?) -2 - [ (@ ) + 2]
[Ny — M| = o (x2—|—y2> Ay <x2 +y2> = (@2 4 2)° =0 (4.152)
igy az
Rc:]{ (M dx+ N dy) :// [Ny — M, df—f (M dz+ N dy) =0~ (=27) =2 (4.153)
C S CE

cirkulacié C' gorbe alakjatol fiiggetleniil R = 2.

4.7. Divergencia, rotacié 2 dimenziéban
Ha a tartomanyt a P = (xq, yo) pont koriil elegendden kicsinyre vélasztjuk, akkor a folytonos U(x,y) figgvényre
J vt it~ Uteomn) [[ dr =) as (4.154)
ahol Ag az S feliilet teriilete. Ennek segitségével definidlhatjuk a vektormezé lokélis jellemz6it a sikban

divgy(F) =M, + N, = ézn% I %F-n ds divergencia ~ fluxus-slirliség ~ forrasossig (4.155)
1
rot,(F) =N, — M, = ézn% " ?{F-T ds rotdcié = cirkuldcié-siirliség =~ oOrvényesség (4.156)

Példa 54 Mi a sikbeli divergencia és a rotdcio ha

F(z,y) = (2® —y) - i+ (2y —¢?) - ] (4.157)

Most
M=x*~y) = M,=2¢x , M,=-1 (4.158)
N=(@y-y’) = Ne=y , Ny=2-2 (4.159)

ahonnan
divgy(F) =M, + N, =32z -2y és rot,(F)=N,—M,=y+1 (4.160)

4.8. Feliileti integralok

Eleddig a vektormezonek viselkedését a sikban jellemeztiik. Hasonléan vezetjiik be a 3 dimenzids tér tetszdleges
pontjdban a lokalis jellemzoket. Ehhez sziikségiink lesz a feliileti integral fogalmahoz, amit az aldbbiakban vezetiink
be.

Legyen f(xz,y,z) egy haromvaltozoés folytonos fiiggvény és S egy felilletdarab a térben. Osszuk fel az S feliiletet
tetszés szerint k = 1,2,..,n elemi kis felilletdarabkara. Az egyes darabkak teriilete legyen ASjy. Minden darabban
(esetleg a hatdrdn) vegylink fel egy {zlés szerinti (x, yr, zx) pontot a feliileten és készitsiik el a

> F@h vk, 2r) ASk (4.161)

k=1
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(részlet)osszeget. A felillet beosztdsdt minden hatéron til finomithatjuk, azaz vizsgdlhatjuk az n — oo és AS; — 0
hatdresetet. Vigydzzunk, hogy a feliiletdarabok minden irdnyu kiterjedése is eltlinjon (réviden AS — 0 jeloléssel
éliink erre a hatdrdtmenetre). Ha a

n

lim > f(xr,ye, 21) ASk = //S fds (4.162)

AS—0
k=1

hatarérték létezik, azaz beosztas finomitasanak modjatol és a koztes pont véilasztasatdl fliggetleniil ugyanazt a szamot
adja, akkor azt az f fliggvénynek az S feliiletre vett 1. tipust feliileti integréljanak nevezziik.

A feliileti integralokkal, azok kiszamolasaval most bovebben nem foglalkozunk, egy kivételtdl eltekintve. Tekintsiik
ugyanis az

vektormezdt és legyen S egy feliilet a hdrom dimenzids térben. Ha dramlési mezore gondolunk, akkor a feliilet valamely
(z,y, z) pontja koriili kis AS nagysagu felilletdarabkéjin dtdramlé kozeg mennyisége

A®P ~F(z,y,2) -n AS (4.164)

ahol n az adott feliiletdarabka normalis egységvektora. Ha ezt a teljes feliiletre ”felosszegezziik”, akkor kapjuk az
F(z,y, z) vektormez6 fluxusat az S feliiletre, azaz

@://S F(m,y,z)~nd$=//s F(z,y,2) - dS (4.165)

dS =n dS (4.166)

ahol bevezettik a

irdnyitott feliiletelemet. Egy feliiletre, annak minden pontjidban normdélis egységvektor kétféleképpen is
megvalaszthatd, mutahat a feliillet barmelyik oldala felé. Zart felilletnél a normaélis irdnyat gy valasztjuk meg,
hogy az a bezért tartoméanybdl kifelé mutasson.

4.9. Divergencia és rotacié 3 dimenziéban

A feliileti és a térfogati integral haszndlatdval a sikbeli tételhez hasonléan megmutathaté a Gauss-tétel, vagy
divergencia-tétel. Legyen S egy zért feliilet és V' a feliilet dltal hatdrolt tartomény. Ekkor (foltéve, hogy a szerepld

mennyiségek egyéltaldn értelmesek)
///dzv(F) de//F-ndSz@ (4.167)
v s

ahol az F vektormezo6 divergencidja egy skalar mennyiség
div(F) = M, + N, + P, = ¢F (4.168)

A Gauss-tétel alapjan a divergencia szemléletes jelentése

div(F) = lim Vis//SFn ds (4.169)

azaz tovabbra is a mez6 lokdlis forrdssossdgdt (fluxus-siirliségét) jellemzi. Az S zdrt felilletb8l kidramlé mennyiség,
a fluxus osztva a feliilet altal hatarolt tartomany térfogatdval valéoban a vektormezo fluxus-, vagy forras-stiriségét
jellemzi.

Példa 55 Mi a divergencidja az F = 2xz -1 —xy - j — z - k vektormezének.
[Vilasz : div(F) =2z —x — 1]

Példa 56 div (r) =3, div(r/r) =2/r
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Példa 57 Szamitsuk ki az F = r vektormezd esetén a Gauss-tétel mindkét integrdljat az a sugard gombre!

Mivel div (r) =3

4
// div(F) dV = 3// div(F)dV =3-V =3 3 a*r = 4a’w (4.170)
1% 1%
tovabba

n=— = Fn=——=—=1 (4.171)

//F~ndS://rdS :a//rdS:a-S:a~47ra2:47ra3 (4.172)
s s s

A Gauss-tételhez hasonldéan altaldnosithaté a mésik Green-formula 3 dimenzidra. A vonatkozé Stokes-tétel szerint
ha S egy olyan feliiletdarab és annak a C' zart gérbe a hatdrol6 gorbéje, akkor

//Srot(F) ‘ndS= ng -Tds= ?éFdr =R (4.173)

A tételben a felillet és a gbrbe iranyitdsa Osszefiigg, a gorbét tgy kell irdnyitanunk, hogy a feliilet véalasztott
normalisdval jobb-csavart alkosson. Ez példdul a kovetkez6t jelenti: Tartsuk képzeletben a jobb keziinket a feliilet
hatarahoz ugy, hogy tenyeriink a tartomany belseje felé, a hiivelykujjunk pedig a feliilet kiilsonek valasztott oldala
irdnyéba (a védlasztott normadlis irdnydba) nézzen. Ekkor a begdrbiilt tovdbbi ujjaink a hatdrgérbén a megkivéant
koriiljaras iranydba mutatnak. Masképp megfogalmazva: A vélasztott normaélis vektor csticsdanak az iranydbdl nézve
a hatargorbe legyen pozitiv irdnyitasi, vagyis az éramutato jarasaval ellentétes koriiljarasi.

A feliileti integralban a vektormez6 rotacidja jelenik meg. Ez egy vektoridlis jellemz&je a mez6nek:

miatt

i j k
rot(F) = (P, — N,)-i— (Py — M.) -j+ (N, — M,) - k=v xF =9, 9, 0. (4.174)
M N P

Példa 58 rot (r) =0, rot(r/r)=0

Példa 59 Legyen F = (;E2 — y) Ciddz - j+ 22 -k, szdmoljuk ki a rotdcicjdt!
[Vilasz: rot(F) = —4-i—2x - j+ K]

Példa 60 Szdmoljuk ki a Stokes-tételben szerepld két integrdlt, ha a felilet az S : x> +y?>+22 =9, z > 0 félgomb és
amezd: F=y-i—x-j

Legyen a valasztott normalis a névekve z irany. A hatargorbe helyes koriiljarassal

C :r(t)=3-cos(t)-i+3-sin(t)-j , 0<t<2rm (4.175)
Ekkor
dr (t) =[-3-sin(t)-i+3-cos(t)-j] dt é F =3-sin(t) -i—3-cos(t)-j (4.176)
miatt
27 2m
%F-dr :/ [—3-sin(t) - 3 - sin(t)—3 - cos(t) - 3- cos(t)] dt = / [-9] dt = —18~w (4.177)
c 0 0

Egyszerti szamoléassal kapjuk, hogy
vxF=-2k (4.178)
a feliilet normalisa pedig sugariranyu

. .3 .k
n_t_"7% ‘+y33+z (4.179)
r
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amikbdl
-2z
rot(F) -n= 3 (4.180)
A feliiletnek legmegfelel6bb a gémbi koordindtak valasztdsa
dS =7r%sin(¥) dddp é z=r-cos(V) (4.181)
amivel
_ 9. 2m /2 ~—92.3. 9
//rot(F)-n ds = // & dS:/ / =2:3-c05() a2 () di ds (4.182)
s s 3 o Jo 3
/2 1
=-2.3? -27r/ cos (0) - sin (V) di = —18-27r/ u du = —187 (4.183)
0 0
A Stokes-tétel segitségével a rotacidé szemléletes jelentése:
1
F)n= lim —¢ F. 4.184
rol(F) - n é%ASY{c dr (4.184)

Ez azt jelenti, hogy az n egységvektorral jellemzett tengelyre vonatkozo rotécié (6rvényesség) jellemzéséhez egy adott
helyen valasztanunk kell egy olyan feliiletet, melynek normaélisa az n irdny. A hatdargorbére kiszamolt cirkulacié
osztva a feliilet felszinével az adott tengely koriili cirkuldcid siiriségét adja, ha a gorbét (és igy a feliiletet) a tengelyre
zsugoritjuk.

A Stokes-tétel ismeretében most térhetiink vissza a korabbi (4.75) éllitdsra. Ha a D tartomanyban rot(F) = 0,
akkor a bal oldali integral nulla volta miatt

?{F -T ds=0  minden zart gorbére (4.185)
G

azaz a vektormezo6 konzervativ.

Gyakorlé feladat 61 Mutassuk meg, hogy bdrmilyen folytonos elsé- és mdsodik parcidlis derivdltakkal rendelkezd
f(z,y,2) figguényre

rot(grad (f)) =< x7f=0 (4.186)



