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Vizsgadolgozat
SZTE, Elméleti Fizikai Tanszék, 2002. januar 14.

Disztribticiék

F. 1 Miért disztribicié < cos(z)|p(x) >= [ cos(z)p(z)dz a K és az S alaptéren és miért nem az az L*(R)
Hilbert téren?

Valasz:
cos(x) lokélisan integralhatd, ez elegendd K -n
lassan novo, ez elegend6 S -en
L£2(R) 6ndualis, viszont cos(z) ¢ L2(R)

F. 2 Bizonyitsuk, hogy 2% - 6 (x) = 20(x) és/vagy az dltaldnos formuldt: x™ - 5 (z) = (=1)"n! - §(x)

Vilasz:

< a8 (2)|p(z) >=< 60 (2)|z"p(x) >= (~1)" < §(z)| (2"p(x))™ >= (=1)"n! - ¢(0)

F.3 Az 2f®(z) + fO(z) + xf(x) = 0 differencidlegyenlet minden x-re sima megolddsa a Jo(z) nulla-
drendi Bessel figgvény (Jo(—x) = Jo(x)). Mutassuk meg, hogy disztribicid értelemben f(z) = O(x)Jo(x) is
megolddsa o differencidlegyenletnek (©(xz) a Heaviside figgvény)!

Vilasz:

Felhasznélva, hogy f(1) = 5J0+@Jé1) ;P = 6(1)J0+26J0(1)+@J0(2) ; 20(x) =0 és 26 (z) = —6(x)
kapjuk, hogy zf® + fO 4 af = —5.Jy + 20J% + 6.Jo + OIS + 200, = © (ng2> + I+ :cJO) -0

F. 4 Mi az a g € 8* disztribicid, amivel a g x f = f konvolicids egyenlet minden f € S* -ra teljesil?
Fourier transzformdltjanak a segitségével is, hogy van ilyen g disztribicio! Mutassuk ki, hogy a megoldds
egyértelmi!

Valasz:
Tudjuk, hogy g(x) = () ilyen, ez egyértelmi, mert (g — ) * f = 0-bdl f(z) = §(z) -re g = § kovetkezik
Masrészt F [g * f] = Fg] - F [f] = F[f]-bél F [g] = 1 és akkor pedig g = ¢ megint egyértelmii

F. 5 Mi az |z| requldris disztribicid Fourier transzformdltja! Utmutatds: Haszndljuk fel, hogy |z| = x-sgn(x)
és F[sgn(z)] =2P (L)....

Valasz:
Felhasznaljuk, hogy F [—iz f(z)] (w) = d/dw F [f(z)] (w) ahonnan F [z - sgn(z)] = A 2P (1) = —2P (L)
Kis indoklas még elférne bizonyitandd, hogy %P% =-P (Tl—z), de ne legyiink ennyire szigoruak....

F. 6 A Dira-delta Fourier transzformdltja elédll F [6(z)] =< 6(z)|N\(x)e ™ > alakban. Mi az itt szerepld
Az) és mi igy F0(x)] 7

Vilasz:
A() tetszOleges K -beli fliggvény azzal a megszoritdssal, hogy A(z) =1 az x = 0 kornyezetében.
lgy F[6(z)] =< &(z)|M(z)e” " >= A(0)e"™0 =1

Specialis fliggvények
A megoldas el6tt zardjelben feltiintetett szamok a jegyzet vonatkozo képletét jelzik.

F. 7 Adjuk meg a Gamma fiigguény segitségével az fooo ze= dz integrdl értékét! Utmutatds: 12 = 23

helyettesitésnél %tl/?’dt = xdx

Valasz:
(90): T(z) = 2 [;°e 12" 1dt hasmalhats, [xe " dr = 2 [Ce t1/3dt = 2 [Xe 113 1q =

T3



F. 8 Igazoljuk a Legendre polinomokra, hogy

1 —
/ P,(z)dx = Pn71(02) Pni1(0) , n>0
0 n + 1

Vilasz:
(34): 2n+1)P,(x) = P, (x) — P;,_(x) segitségével. Integriljuk az egyenletet az adott hatarok kozott
és vegyiik figyelembe, hogy (17): P;(1) =1

F. 9 Hatdrozzuk meg az

0, —-l<z<0
f(x)_{ 1, O<z<l1

fiigguény Fourier-Legendre sordt! Utmutatds: Hasznaljuk fel az eléz4 feladat dllitdasat!

Vilasz:
(31) an = 2n2+1 f—ll f(:E)Pn(x)dx _ 2n2+1 fol Pn(x)dx _ Pn—l(O)EPnH(O) ., n>0
izlés szerint még (21) P;(0) = .... befrhaté....

1 1
tovébba ag = 2 [ da = 25H

F. 10 Bizonyitsuk, hogy Y;™(0,¢) = %67,1,0 , (a z-tengelyen csak az m = 0 gombfiggvények kilonboznek
nulldtdl)!

Vilasz:

(79): ¥7(0,9) = (~1)™ ZELEIER P (1) eime de (58): P (1) = 0 ham # 0 6s PO(1) = B =1

F. 11 A generdtorfiigguény segitségével igazoljuk, hogy a J, Bessel fiigguényeknek hatdrozott paritdsa van:
In(x) = (=1)"Jn(—2)

Valasz:

(177): g(z,t) = e3(t=1) = Sor o In(@)t bs g(—wm,t) = g(w, —t) =300 (=1)" T, (x)t"

F. 12 Bizonyitsuk be, hogy a Bessel figgvényekre J,(x;) = £J,12(x;) azon x; helyeken, ahol J,y1 -nek
zérohelye vagy extrémuma van.

Vilasz:

(191): Jp—1(2;) + Jnt1(xs) =0, ha J,(x;) = 0 illetve J,—1(a;) — Jpp1(2;) =0 ha J () =0

F. 13 A ¢, (x) Hermite fiigguény kielégiti a o + (2n+1—22)p, = 0 differencidlegyenletet. Mutassuk meg,
hogy a vy, és om , N # m megolddsok ortogondlisak. Utmutatds: Irjuk fel a o om — @l pn kilonbséget, majd
integraljuk. ..

Valasz:
Poem = Pmen = [2m+1) = 20+ D] pnpm
és [2o Phemdr = @hiom| X — [2o ehomdr = [Z eonprda
innen 0 = [(2m + 1) — (2n + 1)] [*°_ @nomda , azaz [°_ pnpmds =0han #m



