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1. DISZTRIBUCIO: VEKTORTEREN ERTELMEZETT FOLYTONOS LINEARIS FUNKCIONAL

1.1. Linaris funkcional

Definicié 1 Valamely V wvektortér T' linedris leképezése a valds (most csak valds esettel foglalkozunk) szamokra

T:V —-R U/,gy, hOgy T[/\ll}l + )\21)2] = )\1T[’U1] + )\QT[UQ} Yo, €V, \; € R

Megjegyzés 2 A nullvektor képe: v+o=v = T[o] =0

Példa 3 Linedris és nemlinedris leképezések: |v = (x4, ..

vektor linedris nemlinedris
)| Tv] = x; T[v] = max;{z;}
p(z) T[] = ¢(z0) | T[] = max, p(z)

1.2. Folytonossag

Disztribucionak nevezziik a folytonos linearis funkciondlokat.

Definicié 4 T folytonos a v € V' helyen, ha bdrmely

a) v, = v a 'V téren konvergens sorozatra teljesil, hogy T[v,] — T[v]
b) € > 0 valds szdmhoz van v—nek olyan U®(v) kérnyezete, hogy |T[w] — Tv]| < € ha w € U=(v)

Tétel 5 Linedris leképezések mindenhol folytonosak, ha valahol azok
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Tegytik fel, hogy T folytonos valamely v helyen, ekkor barmely v-hoz az U¢ (7) := {0 = w+ 7 — v|w € U%(v)} eltolt

kornyezetre

T[] = T[wl| = T[] - Tw + v = vl = [To] = T[w]| <&

Kov.: Elegendd lesz a késObbiekben a folytonossagot csak a nullvektor kérnyezetében vizsgalni.

0 Ajénlott irodalom:

V. Sz. Vlagyimirov: Bevezetés a parcidlis differencidlegyenletek elméletébe, Bp. : Miszaki K., 1979
V. Sz. Vlagyimirov: Parcidlis differencidlegyenletek : feladatgytjtemény, Bp. : Miiszaki K., 1980
Gnédig P.: Bevezetés a disztribiciéelméletbe és fizikai alkalmazdsaiba. Bp : 1979(KFKI), 1993
Janossy L.., Gnéadig P., Tasnadi P.: Vektorszamitas III., Bp : Tankoényvkiadd, 1980
W. Preuss: Disztribuciéelmélet miiszaki alkalmazasokkal, Bp : Miiszaki K, 1986
A.H. Zemanian: Distribution theory and transform analysis, McGraw-Hill Inc., 1965



Tétel 6 T folytonos <= a nullvektor valamely kérnyezetében korldtos

a) T folytonos = 3U*® (o) : |T'[v]| < € minden v € U (o), azaz e fels6/alsé korlat U® (0)-on
b) T korlatos valamely U (o) kornyezetben = IM € R : |T'[v]| < M ha v € U (o) Megfelel tehdt az U® (o) = U (0) 7

Tétel 7 (Normdlt tereken) T folytonos <= korldtos az eqységgdmbon
Megjegyzés 8 egységgomb: G = {v | ||v|| =1}

Megjegyzés 9 ||T|| = supyec |T[V]]

1.3. Duadlis tér

(T + T2) [v] = T1 [v] + T2 [v] és (o) [v] = oT [v] definiciékkal V* dudlis tér: folytonos linedris funkcionalok linedris
tere.

Megjegyzés 10 Véges dimenzids vektorterekre igaz, hogy dim(V*) = dim(V)

2. K: A KORLATOS TARTOJU TESZTFUGGVENYEK TERE
2.1. Végtelen dimenziés fiiggvénytér

o(x) : R — R valds fiiggvények végtelen dimenzids linedris tere
e ¢(z) korlatos tartéju: supp(p) C G, korlatos intervallum = ¢(z) =0haz ¢ G,
o o(x) sima: p € C

Példa 11 Van ilyen fiiggvény, hiszen o € R tetszdleges esetén megfelel a

o) := { 0 2 T (2.1)

exp(=*=) v <«
Tétel 12 Ha g € C™ és p € K, akkor gp € K

Tétel 13 Minden folytonos f € C° és f(x) =0 ha = ¢ [a,b] fiigguény egyenletesen kozelithetd tesztfiigguénnyel:
Minden € > 0-hoz létezik @. dgy, hogy |f(x) — e(x)| < € (egyenletesen, azaz x-tbl figgetleniil)

Legyen v, (z) = = {a( ), ahol T, = foo Ea(@)dx (ekkor [0 vo(z)dz =1 és supp (va) = [—a, )

Megfelel6 lesz a gpa f f(#)va(z — t)dt konvolicid, ugyanis
a) f( ) = () ha x gé [a b = goa( )=0ifz ¢ [a — a,b+ a], azaz p,(x) korldtos tartéju
b) f_ (1) )dt és 'y(g ) e K és igy tovabb miatt w(n)( ) 1étezik, azaz ¢, € C*°, tehdt v, () € K
b+a
) e > |— \f_ — FO)ale — 1dt] < [0 |F () — F(0)| 7l — )t < & [ ya(w — 1)t ha < o

(ugyanis | f ( ) ft) <e ha |3: — t| < o minden z és t-re, mivel zart intervallumon f(z) egyenletesen folytonos)

Tétel 14 Minden f € C™ sima figgvényhez és minden [a,b] intervallumhoz van ¢ € K gy, hogy f = <p|[a’b]

1 Jhaz€fa—ab+q]
0 haxz¢TIahola—a,b+a]CT
Az eléz6 tétel értelmében ¢1(z) = [* h(t)ya(z — t)dt tesztfiiggvény, tovdbbs lathato, hogy = € [a,b] esetben

p1(x) = f;j: Yolr —t)dt =1
Mivel f € O, kovetkezik, hogy f¢1 € K és nyilvan fp1 = f ha x € [a, b]

Valamely a > 0-hoz legyen a h(z) € C° fiiggvény olyan, hogy h(z) = {



2.2. Topoldgia: er6s konvergencia

Definicié 15 Egy (¢n) figguénysorozat konvergens K -beli értelemben: oy, LS © ha
a) 3 G k6z0s véges intervallum, hogy pn(x) =0 : = ¢ G (n-tdl figgetleniil)
b) @%k)(x) — o) () pontonként és egyenletesen minden x-re és k-ra

(k)

Megjegyzés 16 Egyenletes konvergencia: ¢y (x) — 0 : Ve > 0-hoz 3 N, hogy n > N, = (k)

©n (x)‘ < €

(z-td1 fiiggetlendil)
Megjegyzés 17 A tovabbiakban nem mindig jeloljik kildn, ha a konvergencidt erds értelemben hasznaljuk. Ha az

osszefiiggésbdl nyilvdnvald, hogy wn, K p topoldgidrdl van szo, akkor gyakran egyszerden p, — ¢ -t irunk.

Példa 18 Konvergens: ¢, == +& () Lo

n

Példa 19 Nem konvergens: @, := %gn(ac) (egyenletesen konvergens, de nem létezik G O supp(¢n) )

2.3. Tobbdimenziés alapterek

x €R" x = (x1,...., %)

e Létezik korldtos G tartomény, hogy ¢(x) = 0 ha x ¢G

ak1+~-+k‘n

k k
ox 1..0xy™

o Dky(x) = ©(x1, ..., ) parcidlis derivaltak léteznek minden k =(kq, ..., k, )-re

0 [ > |af

2 megfelel.
ez Il < el

Példa 20 Tetszdleges &,(x) = { exp(

e egyenletes konvergencia: ’Dkgol, (x)‘ < & minden v > N, i fiiggetleniil x-t6l

e erOs konvergencia: 1étezik k6zos G

3. DISZTRIBUCIOK A K TEREN

Definicié 21 T) és To K-n értelmezett disztribicidk egyenléek (azonosak) az Q@ C R™ nyilt halmazon, ha

T [p] =Tolp] Ve :supp(p) CQ (3.1)

Tétel 22 Minden f(x) € Ly, lokdlisan integrdlhatd figgvény disztribicict definidl, ahol

loc
Tylel = /_OO f@)e(z)dz (3.2)

Az f(z) € Lj,, lokélis integralhatsdg az jelenti, hogy f(x) barmilyen korldtos tartoményon (Lesbesgue) integralhaté.
Ekkor igaz, hogy [, |f(z)|dz < M (< co) minden véges I intervallumon. Marmost az iménti definicié az integrélds
tulajdonsdgai miatt nyilvdn linedris funkciondl, be kell még latnunk, hogy folytonos is. Valéban az, hiszen barmely
on(z) — 0 alapsorozatra

1Ty ]| = ] [ 1en@ris

< [1@lleu@)lde < [ 17@)]de <M abol supp(y) < G

azaz n(x) = 0 = |Tf[en]| — 0

Megjegyzés 23 Tobb dimenzicban hasonléan

) :/.../f(:vl,...,xn)cp(xl,...,xn)dxl...dxn (3.3)



5

Definicié 24 A ’kézonséges’  figguényekkel —az  eldbbiek szerint  felirhaté — disztribicickat REG ULARIS
disztribucionak nevezzik, az osszes igy fel nem irhato folytonos lineadris funkciondlok SZINGULARIS disztribiciok.

Tétel 25 A Dirac-delta a

Tslp] = #(0) (3.4)
definicioval egy szinguldris disztribicio.
Konnyen ellenérizhetd, hogy a hozzarendelés linedris és folytonos. Vegytik észre, hogy utébbi allitdsunkhoz elég az

erds konvergencia helyett csupdn az alaptéren el6irt pontonkénti konvergencia is. Annak beldtdsédra, hogy a delta nem
reguldris, tekintsiik a kovetkezo6 fliggvényeket

exp(mf‘f;) ha |z] <«
0 ha |z| >«

melyekre a definicié szerint
_ -1
Ts [ga] =e€

Ugyanakkor barmely f € L}

loc

|Tf[§a]| = |/| < féadx

Sefl/ |fldx — 0 mikézben « — 0
|z| <

Megjegyzés 26 A jeldlések egyszerisitése végett (és torténelmi okokbdl) a szinguldris disztribicickra bevezetjik az
‘dltaldnositott fiiggvény’, vagy szimbolikus flggvény’ fogalmdt és formdlisan irjuk, hogy példdul

7l = [ " b(@)p(a)dx’ = o(0) (3.5)

—00

ahol is a jobboldal definidlja a kézépre irt szimbolikus kifejezést. 6(x) tehdt nem fiiggvény abban az értelemben, hogy
nem létezik egy olyan § : R — R leképezés, hogy 6(x) = y értékkészlet és értelmezési tartomdny egymdshoz rendelése
lenne.

Mégis néha gy viselkedik bizonyos értelemben, mint egy 'normdlis’ fiiggvény (pl. most’integrdljel mégott haszndlva’
az integrdl értelmes). Tovdbbd a késébbiekben ldatjuk, hogy kilénbozé olyan analizisbeli miuveleteket (hatdrdtmenet,
differencidlds, integrdlds,...) elvégezhetink a szinguldris disztribucickkal is, melyeket a kézénséges figguényekre
értelmeztunk.

Ezen megjegyzések utdn nem habozunk néha olyat is leirni, hogy 6(x)-fligguény, tgyelve arra, hogy az igy ledrt
kijelentéseink értelmessé tehetdk legyenek a disztribuciok nyelvén.

Megjegyzés 27 A fizikabol vett motivdcioval és a jel6lés egyszerisitésére tovdbbi jelolések
Tyl = [ f@e()iz =< f@)le() >=< flp > (36)

mely egyittal arra is utal, hogy egy bilinedris formdval dllunk szemben. A jobboldali zdrdjelet (ang.: bracket) gyakran
szétszedjik €s haszndljuk a disztribiciokra, mint Ty : K — R leképezésekre a T¢[.] =< f| (olvasd: ’bra’ vektor) és a
tesztfliggvényekre a p = | > (olvasd: ’ket’ vektor) jelolést. Az < f| € K* és|¢ >€ K bra és ket vektorok dsszetevése
egy teljes zdrdjelet, a Tylp] =< flo > (bracket-et) eredményezi.

Tétel 28 Az alabbi hozzdrendelés szinguldris disztribicio

1 o0
< P|p>= PU/ £ 4, (3.7)
xr X

— 00

ahol Pv az integrdl Cauchy-féértékét jelenti.



A f6érték a

Pu /O:o @dm = lim {/m SDf)d:c n /:o S"gf)dx} (3.8)

definiciéval nyilvan véges integralt ad minden tesztfliggvényre. FEzt leginkabb abbdl lathatjuk, hogy megmutatjuk,
hogy

A
< P%|<p >= /_A Mcﬂx supp(p) C [—A, A] (3.9)

Ugyanis

(o ([ s ([ b

ahol a bévitésre felhasznalt utolsé tag nulla minden véges e-ra. Az integralokat kombindlva

(L e e

és felhaszndlva, hogy tesztfiiggvényekre

x—0 x

létezik és véges a Cauchy-f6érték az alabbi kozonséges integralként is irhato:

lim { /ﬁ /A} o) =90, _ /,: ola) =0,

Megjegyzés 29 Azokon a tesztfiggvényeken, melyekre igaz, hogy p(0) = 0, ez a szinguldris disztribicid megegyezik
az 1)z’ figgvénnyel

1 1
<P;|gp >=< ;|<,0> ha ¢ € Kog={p(0)=0]p € K} (3.10)
Vagyis
1 o |1
<P5\ga >=< E| ahol 1 = R\0 (3.11)

mig eqyéb esetben a divergens ffooo @dm integral egy "végtelen elhagydsdval’ kapott reqularizdcioja.

3.1. Miiveletek disztribtciékkal

e K * linedris tér, mint a K duélisa trividlisan értelmezhetd
bl

e eltolas: Fiiggvényeknek az a szdmmal eltoltjat tgy szoktuk értelmezni, hogy

S {f(2)} = f(z—a)

Regularis disztribtcidkra nyilvan
<fe-ale@)>= [ fa-ap@is= [ f0e(t+ad =< f@)pl+a) >
ahonnan 6tletet nyerve minden disztribiciora definialjuk az eltoltat a kovetkez6 modon

<8Uflp) >=<[fIS7) > vagy < f(z—a)lp(z) >=< f(z)lp(z +a) > (3.12)

Egyszeriien megmutathatjuk, hogy ez a definicié értelmes, azaz f € K* = S*f € K*.



Példa 30 Az eltolt Dirac-6 ezek szerint < §(x — a)|p(z) >=< d(z)|p(x + a) >

e inverzi6: Megint fiiggvényekbdl és reguldris disztribticiokbdl kiindulva

< faliota) >= [ T Ca)p(a)de = / T Fp(—tydt = / T e(—t)ydt =< f@)lp(~z) >

egyéb esetben pedig definicidként

< f(=2)lp(x) >=< f(z)lp(—2x) > (3.13)
Beszélhetilink ezek utan paros és paratlan disztribuciokrél, attol fiiggden, hogy
< f(=2)| =+ < f(2)| (3.14)

valamelyike teljesiil-e.
Példa 31 A Dirac-delta pdros, szimbolikusan 6(—x) = 6(x)

e skdldzas: Minden a > 0 valds szédmra

x
< fanlete) >= [ favptaa = [~ 50 s < f@le(S) >
ahonnan
1 T
< flan)lpe) >= — < f@)lp(5) > (3.15)
tovdabba x € R™ esetben
. 1\" b'e
< o) >= (1) < eoleD) > (3.16)
e linearis koordinata-transzformaciok: csak egy valtozora
! x—0
< flaz +b)|p(z) >= T < F@)le(——)> (3.17)
ahogyan az az el6z8ekbdl kovetkezik, hiszen negativ a-ra a = — |a| és
1 z 1 x
< f(=lal)le(z) >=< f(la]z)|p(-z) >= T < f(x)lsa(—m) >= 1 < f@)le() >

Példa 32 Igy tehdt < d(ax + b)|p(z) >= ﬁ < 0(z)|p(E2) >= ﬁg@(%)

e szorzat: Jollehet két fiiggvény szorzatat minden tovabbi nélkiil szoktuk értelmezni, Altalanositott
fiiggvények szorzatdt altaldban nem értelmezziik. A nehézség onnan is latszik, hogy f(z),g(x) € L},

két lokalisan integralhatd fiiggvenyre nem kovetkezik, hogy szorzatuk is lokalisan integrdlhaté lenne, azaz
eléfordulhat, hogy f(z) - g(x) & L},..

e specidlis szorzat: barmely g € C™ és < f| € K* esetén disztribiiciét definidl a
< gflp >=< flgp > (3.18)
e valtozd transzformacidja: fiiggvényekre tudjuk, hogy példaul, ha
a) f(x) folytonos, b) g(x) € C*, ¢) 3 h(y) = g~ (y) inverz és h(y) € C> akkor
— 0o
< flalaDlo) >= [ ftataNetarte = [ serelne) w0l
oo

(Megjegyzés: ekkor RB'(t) = +|W/(t)| eldjeltarts, hiszen h(t) monoton) Igy tehét jol viselkeds g(z) transzformécié
esetén értelmes definicié

< flg(@))lp(x) >=< f|¥ > ahol ¥(t) = @(h(t)) [I'(t)] (3.19)
azaz U(t) e K és ¢, = 0 = ¥,, —» 0



Példa 33 Tegyiik fel, hogy g(x) egyetlen zérdhelye olyan, hogy g(~) =0 de drg‘ ez =9'(2) #0.

Bkkor < 8(g(z) () >=< 8 (1) [p(h(1)) I (5)] >= (g™ (0)) | sri72ap | = 158
1

g (g7 1(t)

miavel az inverz fiigguény derivdltjara h'(t) =

Példa 34 A Dirac-delta vdltozdjdat ennél dltalanosabb transzformdcid ald is vethetjik, ugyanis megmutathatd, hogy a
kovetkezd definicid értelmes: Ha g(x) izoldlt {x;} zérdhelyei olyanok, hogy g'(z;) # 0 akkor

d(g(x)) = Z W ahol Z = {z; | g(x;) =0 és g’ (z;) # 0} (3.20)

(Formalis, vazlatos indoklés:) Vegyiik az
{CCZ'} — {Ii x; € Ii}

idegen intervallumokat, melyek mindegyike csak egyetlen zérohelyet tartalmaz. Ekkor

[a@ne@az=3 [ T e

Példa 35 Ilyen mddon tehdt §(x* — a?) = ﬁ {§(x—a)+d(z+a)}

-2y

I; ‘9

Megjegyzés 36 Sajndlatos, de wvannak olyan konstrukcidk, melyeket megszoktunk a figguények korében, de
dltaldnositott fiigguényekre nem lehet definidlni. Igy példdul nincs olyan, hogy §(x?), vagy @), vagy akdr 6%(x).

3.2. Disztribiuciok differencialasa

J6l viselked§ fliggvényekre parcidlis integraldssal

/ £ (@) pla)dt = - / (@) (@)t (3.21)

innen vessziilk a sejtést talan legfontosabb kijelentéstinkhoz:
Tétel 37 Minden disztribicié végtelen sokszor differencidlhato a derivdlt aldbbi definicidja értelmében:
< fPlp >= (=)W < flp®) > (3.22)

illetve

ak1+ +kn

< Wﬂ@(ﬂﬁl, ey ) >= (_1)k1+”+k" < f

8k1+..+k

_— 3.23
8:10"“1 8xk v ( )

Koénnyen megmutathatjuk, hogy a dudlis tér zdrt a deriwdldsra nézve, azaz f € K* = fF) ¢ K*
Tétel 38 Minden f € K*-ra igaz, hogy ag—gyf = 8‘3%]” (mindkét oldal létezik és disztribicid-értelemben egyenldek)

Példa 39 A Heaviside reqularis disztribicid definicidja:

oo
< Olp >:/ o(z)dx (3.24)
0
, , . X 0 z<0 . . s ; P :
Ami valdban reguldris, ugyanis a O(x) = L 20 lokdlisan integralhatd ‘eqységugrds’-figguény(ek)hez tartozik.
x
Ugyan fuggvény-értelemben tekinthetjik ezeket aszerint kilonbozdeknek, hogy x = 0-ban milyen értéket irunk eld,
disztribucio-értelemben ezek mindegyike ugyanaz a disztribucio. Most szamoljuk ki az abszolutérték-disztribicio
derivdltjat: < |z|'|¢ >= — < |z||¢/ >= +f_000 ¢ (x)de — [5° ag'( = —f p(x)dr + [;° p(z)de =<

O(x) — O(—x)|p(x) > azaz disztribicié értelemben |z| = ©(z) — O(—x)



Példa 40 Hasonldan megmutathatjuk, hogy ©' =46 , ugyanis < ©'|p >= — < Olp’ >= — fooo ¢ (x)dz = (0)

Példa 41 Tegyiik fel, hogy f(x) olyan figgvény, hogy izoldlt pontokban szakaddsai vannak, azaz f(x) = h(x) +
S XiO(x;) és W (x) kozonséges értelemben is létezik a szakaddsi helyek kozotti intervallumokban, akkor

fl(x) = H(x)+ Y Nd(z — )

=t xe (0,7

Szemléltetésil legyen példaul f(x) = —Wzﬂ x € [-m,0) €és ez periodikusan ismételve (Valdjaban a fiigguény értéke

0 z=0
az x = 0 pontban disztribicidként érdektelen). Ekkor f'(z) = —1 + > w6(z — 2nm)
Példa 42 Mutassuk meg, hogy (fg)' = f'g + ¢'f valahdnyszor fg definidlhatd, mert pl. g € C™

Példa 43 Igazoljuk, hogy x6 = 0 és az (x0)' = 0 segitségével szamitsuk ki, hogy 6’ = —6 és 26’ =0

4. GYENGE KONVERGENCIA

Tétel 44 (Schwartz) Ha a disztribicidk egy (T,,) sorozatdra teljesil, hogy az af = T, [p] szdmok minden ¢ € K esetén
konvergens af — a¥ sorozatot adnak, akkor a T[p] = a® mddon értelmezett funkciondl disztribicid. Azt mondjuk
ekkor, hogy a (T),) sorozat gyengén konvergens, vagy T,, — T. A dudlis tér zdrt erre a konvergencidra.

T nyilvan linearis funkcional, csak a folytonossagot kell bizonyitanunk. Ehhez elég csak olyan alapsorozatokra,
melyekre ¢, — 0 megmutatni, hogy T'[p,] — 0. A bizonyitds hosszd, mellézzik, de 1étezik, a tétel rendkiviil fontos.

Definicié 45 A > .22, T;[.] sort konvergensnek mondjuk, ha a H,[.] = >..2°T;[.] sorozat gyengén konvergens
Megjegyzés 46 A konvergencia linedris: af, + bg, — af + bg
Megjegyzés 47 Nagyon sok, kézénséges értelemben divergens sorozat/sor gyengén konvergens

Megjegyzés 48 Minden konvergens sor tagonként differencidlhato.

Megjegyzés 49 A differencidlds folytonos linedris miuvelet K* felett, azaz T,, —» T = Tr(Lk) — Tk

4.1. Konvergens sorozatok a dudlis téren

A dualis téren valé konvergencia szarmazhat valamilyen fliggvénysosozat konvergenciajabol. Példaul:

1
loc

Tétel 50 Indukdlt konvergencia: Legyen az f, € L
i) fo(t) — f(t) pontonként, csaknem mindenditt
i) | fu ()] < |g(t)] g € L}, akkor

figgvénysorozat olyan, hogy

ft)e L, és < ful =< f]

A gyenge konvergencia azonban kiilonb6zhet a fliggvények konvergenciajatol, sem nem sziikséges, sem nem
elégséges egy fliggvénysorozat konvergencidja a megfelel§ gyenge konvergencidhoz. Példak:

Példa 51 Legyen f,(t) = sin(nt) , ami figgvényként nem konvergens (pontonként, kivéve a t = O helyet), mégis
< sin(nt)| —< 0| Ugyanis

1
< fulp >= / sin(nt)p(t)dt = / cos(nt) (t)dt
tovdabba

n

/cos(nt)so’(t)dt’ <o [1mlas
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mivel ¢'(t) € K abszolit integralhaté. Mds oldalrdl kozelitve: a % fligguénysorozat pontonként kézénséges
értelemben a nulldhoz konvergdl, disztribicio-értelemben is. A derivdlt sorozat azonban fiigguényként nem
konvergens, de disztribicicként tovdbbra is az, st a hatdrdtmenet felcserélhetd a derivdldssal. Hasonloan: sin(nt)
figgvénysorozatként nulldhoz tart, requldris disztribicicként is. A sorozat tagonkénti derivdltja, cos(nt) divergens
figguényként, konvergens disztribicioként.

It] <

" fliggvénysorozatot. Ldtjuk, hogy fy(t) — 0
>

Példa 52 Nézzik most a pontonként konvergens f,(t) =

Sl=3 |=

(e R ST

kivéve a t = 0 pontot. Ugyanakkor < f,| —< d|, hiszen

n 1/n
<hlp>=3 [ ottt = o(0)
—1/n

2

T(L) ||tt| - " és fu(t) — 0 at = 0 kivételével, mégis < f| nem
> =

konvergens gyenge értelemben, kivéve K azon alterét, melyben ©(0) = 0.

Példa 53 Pontonként konvergens az f,(t) =

Példa 54 A gyenge konvergencia €s a disztribiuciok kézitti nehézkes szorzds esetlegességére dlljon itt eqy fizika’ példa.
Az R ellendlldson dtfolys I(t) dram mellett U(t) = RI(t) fesziltség van. A munka W = [I(t)U(t)dt. Legyen most

n3/5 o<t<i
0 egyébként

Az ellendlldson datfolyt toltés mennyisége
Q, = /In(t)dt =n"2/550 mikézben n — 0o

ugyanakkor a végzett munka

1/n
Wn—/n dt—n6/5/ dt:n1/5—>oo
0

mdrpedig kdr lenne végtelen nagy munkdval semennyi toltést dtpumpdlni. A probléma felolddsa, hogy a disztribuciok
szorzata nem mindig definidlhatd (jelen esetben igen), de még, ha értelmesen definidlhatd is a szorzat, a konvergencia
nem mindig cserélhetd fel a szorzdssal.

4.2. Dirac-delta és a gyenge konvergencia

Fiiggvénysorozatokat fogunk megadni, melyek reguléris disztribicioként a szingularis delta disztribiiciéhoz tartanak.

Tétel 55 (f,(t)) lokdlisan integrdlhatd figguények t € R¥ . Ha
i) minden n és T > 0 szdmokra a sorozat egyenletesen korldtos : f‘t|<T |fr(t)| dt < M (# M, n-tdl figgetlen korldt)

it) minden |t| € [1, 2] < oo korldtos tartomdnyon f,(t) — 0 egyenletesen

iii) tovdbbd lzm flt|< n(t)dt — 1 bdrmilyen véges T > 0-ra akkor < f,| —< |

Bizonyitas:

[ hwewa= [ pwetas [ pwewa

[t]>n

De ¢(t) = 0 ha |t| > G (tesztfiggvény, korldtos tartd)

/ fn(t)p(t)dt = / fa(@®)e(t)dt — 0
[t[>n G>|t|>n
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ahol kihaszndltuk, hogy van 7 : [n,G] C [r,1/7] és fn(t) — 0 egyenletesen ilyen intervallumokon. Az elsd tagra
irhatjuk, hogy

[ ned= [ n0 e -+ e0) [ g
[t|<n [t|<n [t|<n

A maésodik integrél 1-hez tart, az els6 pedig nulldhoz, mert

/t| Fal®) {0(8) — 0(0)} | < / Ol e <ot [ g (4.1)

[t|<n

ahol hasznaltuk, hogy |¢(t) — ©(0)| < |t| M (mert ¢ minden parcidlis derivaltja folytonos és M valaszthaté minden
1n-hoz, mint pl. 1 dimenziéban
¢
| e
0

és tobb dimenziéban hasonléan). Végiil vegyiik észre, hogy (4.1)-ben az utolsé integrdl korlatos.

[o(t) = (0)| =

t
< supscip {2'(5)) \ [ as
0

Kovetkezmény 56 Legyen h(t) abszolit integrdlhatd, t € R* és [h(t)dt = 1 valamint |t| h(t) — 0 [t|] — oo.
Ekkor

fn(t) =nh(nt) olyan, hogy < fn| —< 9|

Példa 57 Az alabbi sorozatok, mint requldris disztribicick a Dirac-deltdhoz tartanak, mikézben v — oo

I g v
T 2 m(1 4 v2t2)
sin(uvt) 1 — cos(uvt) sin?(vt)
mt vTt? Tut?

% (0(vt — 1) — (vt + 1)}
Megjegyzés 58 Az utolsé sorozatot mds alakban is szokds felirni, példdul felhaszndlva, hogy 6(t — 1/v) = (vt — 1).

Megjegyzés 59 Figyeljik meg, hogy a divergens lim foy %(wt)dw integrdl disztribicio-értelemben Iétezik és

lim [ %(m)dw = lim % =4(t).

V—00

Megjegyzés 60 Az el6z6 megjeqyzés alapjan

/ e*de = 2 lim cos(kx)dr = 27 (k)
o v—oo Jq

amit felhaszndlhatunk az igynevezett ‘deltara-normadldshoz’. Ugyanis a kozonséges értelemben nem normdlhato

komplez fligguények belsé szorzatdra formdlisan igaz, hogy

oo

@ o) = [ @t = o [ s = - w)
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Megjegyzés 61 A delta eqyéb ’elddllitasai’ gyakran kapcsolatosak gyengén konvergens fliggvénysorokkal. Ezek
daltaldban egy ortogondlis figguényrendszer teljességét’ fejezik ki. Az Ly, (x) ortonormdlt figguényrendszer teljessége
azt jelenti, hogy elegendden jol viselkedd ¢ (teszt)fiigguényekre

ZanLn (z) =p(x) ha a, = /00 L, (2') ¢(z")dz’'

—0oQ

Formalis dtirassal
/ ( LM@LMﬁOwWMf=wW)

a fliggvényrendszer teljessége a
Z L, (z) L, (2') =6(z — )

alakba strithetd. Ez egyittal tekinthetd gy is, mint a 6(x — ') egy sorral vald elddllitdsa. Ha dltaldnosabb kontinuum
bdzis teljességét akarjuk kifejezni, akkor példdul az elébb emlitett ¢i(x) stkhulldmokra irhatjuk, hogy

/@H@m@ﬂdkzﬂxff)

4.3. Simitds: disztribucidk koézelitése C*° reguldris sorozattal

Legyen a p(x) € C5°(R*) egy nemnegativ, normélt, gombszimmetrikus fiiggvény olyan, hogy tartéja beliil van az
egységgombbon:

>0 x| <1
=0 [x[|=1

mmzpwﬂ>,p@w{ - [ poix =1 (4.2)

Barmely € > 0 valés szamra minden y mellett

py.e(x) = ép(x - Y) (4.3)
tesztfiiggvény. Tetszbleges disztribicidra az
foly) =< f(®)lpy.(x) > (4.4)
fiiggvény az < f| egy € méretii tartomdnyra vett C°°(R¥) simit4sa.
Tétel 62 A megfeleld disztribuiciokra ekkor igaz, hogy
lim < | =< f (45)
Tétel 63 A simitds a dudlis téren folytonos mivelet, azaz < fy| < fl = < fe o< fel

Tétel 64 A simitds és a differencidlds felcserélhetd, azaz < (f')° | =< (f¢) |

Megjegyzés 65 Valojdban a simitds a disztribuciok kozotti konvolucid egy specidlis esete

1 = f*pe wvagy szimbolikusan f(y) = /f(x)gikp(m ; y)dx

A konvolicidval késébb foglalkozunk.

Példa 66 A Dirac- § a tételnek megfeleld
. 1y
0°(y) =< dlpye >= Zr(2)

simitdsa mellett a tartora tett kikotés nélkil is készithetunk a deltdhoz tarto sima regquldris sorozatokat. Ilyenek voltak
a v < 1/e cserével lathaté mdédon példdul
1 — cos(vt 11— cos(t v 11 2
(vt) = - (25) s eVt = = (%) (4.6)
vTt? e x(d) VT e\
€
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4.4. Egy példa a potencidlok elméletébsl
A A® (r) = M\p(r) Poisson-egyenlet térgyaldsakor taldlkozhatunk a

VZ% = —4mé(r) vagy V2 = —47é(r — 1) (4.7)

e =]

egyenletekkel. Az el6bbi forma ’szemléletesen’ szokott elSkeriilni, mikor a folytonos p (r) tomeg-, vagy toltéseloszlds
helyett tomegpontokra vagy ponttoltésekre is fenn akarjuk tartani a Poisson-egyenletet. Az utébbi alakot irjuk fel,
ha példaul a Poisson-egyenlet 'Green-fliiggvényérdl’ beszéliink. Most megmutatjuk, hogy az egyenletek korrektek
disztribicié értelemben. Tekintsiik ugyanis az

fé(r):{ 1/r r>e

ge(r) r<e

fliggvényt, ahol g.(r) egy tetsz8leges sima fliggvény, gy, hogy folytonosan differencidlhatéan illeszkedik r = e-ban az
1/r folytatdshoz:

o€ =1/ & Vo). = Y

r=e

Nyilvanvalé, hogy
e—0

1 1
limfe(r) = = gyenge értelemben éijgvzfe (r) = VQ;

TetszoOleges tesztfiiggvényre tehat

e—0

1
<V llp>= iil%/gp(r)VQfg(r)dr = tim [ o)V g.(x)ir

ahol G. az ¢ sugari gémbtartomanyt jeloli (ugyanis V21/r = 0 ha r > ¢). Marmost a gombtartomdny valamely ¥
belsé pontjara

/ w(r)Vzge(r)dr:gp(f)/ V2g.(r)dr ahol F €G.
G. G

e

Az utébbi térfogati integralt a Gauss-tétellel feliileti integralld alakitjuk
/ V2g(r)dr = / Vyg(r)dF = —iF8 = —i4ﬂ'€2 = —4r
c. . ) )
fgy tehat
1
< V2;|<p >= —47rlin%g0(f) = —47p(0) = —47 < 4(r)|p >
E—>

amivel a (4.7) képletet igazoltuk.

5. VEGYES KERDESEK
5.1. Disztribtucié nulltere és tartéja

Definicié 67 Fgy < f| disztribicid nulltere az az Qg nyilt halmaz, ahol

< fl L <o (5.1)
vagyis emlékezve a disztribuciok nyilt halmazokon vett egyenléségének fogalmdra:

< flo>=0 Vo :supp(p) C Qo (5.2)
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Definicié 68 A disztribicid tartdja a nullterének a komplementere (zdrt halmaz)

supp(f) = Qo (5.3)

Megjegyzés 69 Nincs értelme arrol beszélni, hogy eqy dltaldnositott figgvénynek mi az ’értéke’ eqy pontban. Nyilt
halmazokon azonban dssze lehet hasonlitani disztribicidkat, és példdul mondhatjuk, hogy < f| kisebb, mint < g| az Q
halmazon, ha < f|p > kisebb, mint < g|l¢ > minden pozitiv p-re, melyek tartdja Q1—ban van.

Példa 70 Néhdny kordbban megismert disztribiciora

supp(6(™) = a (5.4)
supp(jal) = R (5.5)
supp(P%) =R (5.6)

Tétel 71 Csak a delta és derivdltjai eqy pontra koncentrdltak:

supp(f)=a & f= Zcié(i)(x —a) (5.7)

5.2. A g(x)f(xz) =0 egyenlet megoldasairdl

Tétel 72 Az 2™ f(x) = 0 egyenlet egyetlen megolddsai

m—1

2 fx) =0 = flx) =Y 6@ () (5.8)

i=0
ahol ¢; tetszdleges konstansok.

a) f(z) megolddsa egyenletnek, ha i < m esetén < 2™6@|p >= 0. Ez viszont igaz, ugyanis

, A LN |
M50 o >=< 5@ |zmp >= (—1)" < 5| (2p) ) >= (1)’ (| ) —— < glam ik
<am6W)p >=< 6Dz >= (-1)" < 6] (x™p)" >=( )I;Jk gy <Ol >

és m — k > 0 az Osszeg minden tagjaban
b) Az egyértelmiiség bizonyitdsdhoz bontsuk fel a tetszleges p(x) tesztfliiggvényt a

,_.
| =

m—

pla) = Ma) 3 =

1=

0D(0)" + x()

~

médon. Barmely adott A(x) € K mellett ez a felbontéds egyértelmii és rogziti a x(z) € K fiiggvényt
Lemma 73 x(z) = 2™ (x) , ¢¥(z) € K alaki <= \z) : AM(0) =1 és AD(0)=0,i=1,..,m

Nyilvanvalé, hogy
x(x
v =X

C™ és korldtos tartoju. Csak ¥(0) definiciéjat kell gondosan megvalasztanunk a sima kiterjesztéshez. Konnyen
ellenérizhetd, hogy x((0) = 0, ha 0 < i < m, igy a 'Hospital-szabély hasznélatéval

g XE)_ X0

z—0 M m!

L x™(0)
T oom!

$(0)
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valasztas -t folytonossd teszi az origéban, tovabba megmutathatd, hogy

m . (

m)
(@) = Z2 0 ) () — x(m)(0)  x(m+1)(0)

ren g (@) —(0) . _
dj(o)iiz—% T 7552—% gmtl 73101—% (m+1Dz - (m+1)!

és igy tovabb, azaz minden derivéltja is 1étezik. Q.e.d.
A Lemma hasznélatdval ekkor

m—1

< flo>= Y 260(0) < M@t > + < flx >
i=0

< fIx >=< fla™Y(x) >=<a™ flip(z) >=0

és igy
m—1 m—1 .
o . —1)i ,
< flo >= Z ci(—1)'(0) = Z ci < 8W]p > ahol ¢; = ( i') < fIMx)z" >
i=0 i=0 :

Kovetkezmény 74 Tekintsik a g(x) € C* fiiggvényt, amire

9(0) =0 és g(z) # 0 ha z # 0 valamint \h|m0
xr|—

gﬂfi)’ # 0 (véges)

Az aldbbi ’homogén’ egyenlet megolddsaira

m—1

g(@)f@) =0 = fl@)=) cd?(2)

=0

Megjegyzés 75 Inhomogén egyenletekkel dvatosan banjunk, nehogy elfeledjik a homogén megolddst. fgy példaul

zf(x)=1= f(z) = Pi + co(x)

5.3. Regularizacio

Probléma: Tekintsiik az f(x) fiiggvényt, aminek nem integralhaté szingularitdsa van zo-ban. (Mint példaul 1/x)
A regularizdcid soran olyan disztribuciét allitunk eld, hogy

<flo>= [ " f@)p(e)da

minden olyan tesztfiiggvényen, melyek tartéja nem tartalmazza az xo pontot, majd alkalmasan kiterjesztjik ezt a
funkciondlt az egész K-ra.

Egy megoldas: Legyen xo = 0 és tegyiik fel, hogy a szingularitds algebrai, azaz valamely m egészre x™ f(x)
lok&lisan integralhatd a szingularitdas kornyezetében. Ekkor az egész K-ra definidljuk f-et a kovetkezd médon:

m—1

@ {m) I W} o (59)

=0

< flo >= /lmf(x)so(w)dw /

|z
valamely (barmely) a > 0 vélasztdssal. Vegyiik észre, hogy az el6z8 Lemma szerint a A(x) = 1 ha |z| < a specidlis
esetre

m—1

1 7 7 m
o(x) — Zﬁcp()(O)x =2 ha |z|<a

=0

és Y € K, igy a definicié értelmes, valéban véges értéket ad minden tesztfiiggvényre. Ha ¢ tartéjdban nincs benne a
szingularitas, akkor pedig (™) (0) = 0 és a mésodik tag eltiinik.
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Egyértelmiiség: Az egyik regularizdciébdl maésikat készithetiink pusztan azzal, hogy a szingularitdsra koncentralt
barmilyen

gz) = Y e ()
=0

disztribuciét hozzdadjuk. Bizonyos regularizdacidkat elényben részesitjik, ezeket kanonikus regularizaciénak hivjuk.
Az ilyen regularizacidk jellemzdje, hogy

(f+g)reg = freg+greg (510)
(9f)eg = G freghage C (5.11)
(Freg = (f')pey ha " regularizdlhaté (5.12)

Példa 76 Egy ilyen szokdsos reqularizdcio az F 17* pszeudo-fligguény:

. A
< Flflso >= Fp/0 gof) ﬁ/o M@H ¢(0)Log(A)  supp(p) C [-4, A]

ahol az dltaldban divergens integral Hadamard-féle véges részét vettik. Megjegyezziik, hogy a definicidban szerepld

A-tdl figgetlen a disztribucio értéke.

5.4. Integralas

Tétel 77 Minden disztribicidnak van primitiv figgvénye’ (dllandd erejéig hatdrozott)
A nyilvanvalénak tiin6
< fEVM >= — < fly > (5.13)

definicié nem elégséges, ugyanis ezzel f(-1 csak egy K1) ¢ K altéren adott. K olyan (teszt)fliggvényeket
tartalmaz, amik tesztfiiggvények derivaltjaként frhaték fel. Ki kell terjeszteniink ezt a definiciot a teljes K térre.
Viélasszunk ehhez egy régzitett o € K de oy ¢ KU) tesztfiiggvényt. Az ilyen tesztfiiggvények normélhatdk,
valasszuk normaltnak

/ po(t)dt =1

¢ = koo + M (5.14)

Minden ¢ € K egyértelmiien felbonthaté

alakba
1/)(33)2/ (p—kpo) €K = /(gp—lﬂpo):() — k:/<p(t)dt
A funkciondl linearitdsat kihasznélva

< fVNp>=k < fTV|py >+ < fEYpD > (5.15)

ahol jobboldal els6 tagja egy konstans funkcional

k< Vg >= C/@(t)dt =< Clo >

(a rogzitett @g-ra eldirt tetszéleges C' értéknek megfelelen), a mésodik tagra pedig hasznaljuk a kivankozé (5.13)
definiciot. Osszefoglalva

<[V >= <Clp>—< flp> ahol ¢ =kpo+ " (5.16)
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Az igy definialt primitiv fliggvény disztribucié, folytonossaganak bizonyitasdhoz tekintsiink egy alapsorozatot, amire
on = ko + 05— 0
Akkor viszont
on(z) =0 = k,—0 = PP@)—=0 = ¢.(z)—0

hiszen

ky = / Pu(t)dt és Pu(x) = / M (t)dt
Kovetkezik, hogy
< fVpn >=kn < fTVpo > = < fln> — 0 (5.17)
az els6 tag azért, mert k,, — 0, a masodik pedig f folytonossiga miatt.
Tétel 78 A differencidlds az integrdlds inverze: % fz f=f

Bizonyitds: < (D) |p >= — < fEDp) s=< flo > A forditott allitas az lenne, hogy (F1) Y

vagy pontosabban

=+,

Tétel 79 A primitiv fliiggvények konstans erejéig ekvivalensek: fé‘” = flf_l) +c

Két kulonboz6 valasztés

< Ve >=<Cule>—< flta>  o=kpoa+v) < fV]poa >=Co
< e >=<Cilo>—<fltn> o =koop + 05" <fy Vlew >= Gy
mellett
< f=D flffl)\cp >=< Cy — Cplo > — < flthg — by >
De

< [l —thpy >=k < f| /I {®0a — pop} dt >= kCap =< Cop|p >
ahol Cy fiiggetlen ¢-t0l, igy
< fE (Ve >=< Clo>, C=Cy—Ch—Cap
Példa 80 A Delta primitiv figgvénye a Heaviside-figgvény: 6V = 0 + ¢

de
w0 = [ = k= n-0le- [To [ = [ lo-6lu
ahol
alf;%
igy

<0 Vp >=<clp >+ <O >



Megjegyzés 81 Magasabb rendi primitiv fiigguények hasonloan bevezethetdk, igaz lesz, hogy ezekre
n—1 )
W= =3t
i=0
Megjegyzés 82 Parcidlis integrdlds: példdul g(x) € C* mellett értelmes
(-1 (=1
(9r0) " =gr = (V1) e

Megjegyzés 83 Hatdrozott integrdlrdl beszélhetink, ha f korldtos tartéji. Ekkor
/ Ft)dt =< fIA >
értelmes, ha A(t) € K olyan tesztfiggvény, hogy

() = 1 hat e U D supp(f)
tetszdleges egyébként

Megjegyzés 84 Ha f requldris disztribicio a és b kornyezetében, akkor

b b
/ F(t)dt =< f]A > + / () £ (t)dt

korrekt definicid, ha a A(t) és u(t) tesztfiggvények olyanok, hogy

At)+ut) =1 ha t€la,b
supp(A(t)) C [a+¢e,b—¢]
A(¢) 1 ha tela+2eb—2¢

Példaul értelmes az alabbiakat irni

1 1
/ S(t)dt =1 wagy / §'(t)dt =0
-1 -1
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(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
(5.24)
(5.25)

(5.26)

Tétel 85 Lokdlisan minden disztribicid egy folytonos figgvény valahanyadik (véges rendd) derivdltja. K azon
tesztfiigguények tere, melyek tartoja az I intervallumba esik. Minden intervallumra és minden disztribiucidra igaz,

hogy van olyan r € N szdm és h(z) € C° folytonos fiiggvény, hogy
< fle>=<hp> ha peK;

Példa 86 Beldthatd, hogy “-in|z| = PL

6. DIREKT SZORZAT ES A KONVOLUCIO
6.1. Paramétertdl fiiggs tesztfiiggvények

Tétel 87 Legyen 7 € U,, folytonos paraméter 1y eqy kornyezetébdl. Ha
i) pr(x) = @(1,2) € K(R™) teszifigguények x-ben minden T-ra

it) minden T-ra létezik x-ben kozos tartd: olyan G C R™ tartomdny, hogy supp(p(7,x)) C G figgetlendil T-tdl
iii) DEo(T,2) € CO(7,z), minden x szerinti parcidlis derivdlt folytonos, mint (1, z) figguénye G ® U, -on

akkor ¥(1) =< f(x)|¢(T,x) > folytonos figguény, azaz
¥(70) =< f(2)le(r0, ) >

(5.27)
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Tétel 88 Az eldz0 tétel feltételeit bévitve
) D, D¥p(7,2) € CO(7,x) alaki parcidlis derivdltak folytonosak G ® U, -on,
akkor (1) =< f(x)|e(T,z) > differencidlhatd figguény T = 19-ban, és

dip(7) _ do(r, )
I =< f(z)] 5 > (6.2)

T=T0 T=T0

Kovetkezmény 89 Tekintsik az n + m wvdltozds p(z,y) € K (R™ x R™) = K"t™ {eszifigguényeket. Az iménti
tételek alapjan dllithatjuk, hogy tetszdleges f(x) € K™ disztribicidra

P(y) =< f(2)|p(z,y) > € K™ és Div(y) =< f(z)|DEp(z,y) > (6.3)

6.2. Direkt (vagy tenzori) szorzat

Tétel 90 Legyenek f(x) € K™ (x) és g(y) € K™*(y) disztribicidk és p(x,y) € K"t™. A kordbbi tétel szerint ekkor
Y(y) =< f(x)|p(x,y) >€ K™ tesztfiggvény. A g ® f direkt szorzat

<g® flo >=<gW)(y) >=<g(y)| < f(z)|p(z,y) >> (6.4)
disztribiicic K™T™ folott.

A linearitas nyilvdnvald. Az eléz6 tétel szerint ¢, (x,y) " 0 sorozatra Y, (y) € K™. Az nyilvanvald, hogy ilyenkor
¥ (y) — 0 pontonként, a folytonossag bizonyitdsahoz még be kell 1atni, hogy v, (y) = 0 is igaz. Ez beldthaté. Akkor
viszont g folytonossdgabdl az allitds mar kovetkezik.

Példa 91 Deltak direkt szorzata a tébbdimenzids delta
6(z) @ 6(y) = 0(x,y) (6.5)
ugyanis
< 6(2) @ 6(y)lp(w,y) >=<d(z)] < (y)lp(z,y) >>=<d(z)[p(z,0) >= ¢(0,0) =< 6(z,y)|p(z, y) >
Példa 92 Lokdlisan integrdlhato fiigguényekre
fr9€ Lise = [(@)g(y) € Lige(,y)

és a direkt szorzat megegyezik a figguények ‘kézénséges’ direkt szorzatdval, azaz g @ f = g(y)f(z). Hiszen

< 9® flo(z.y) >= / 9(v) ( / f(z)w(ay)dm) dy = / / o) (@)l y)dedy =< g@) f@p(x.y) > (6.6)

ahol kihaszndltuk, hogy az adott kérilmények kézott az integrdlds sorrendje tetszdleges.
Tétel 93 Bebizonyithato, hogy a direkt szorzat kommutativ és asszociativ mivelet
gof=feg é folgoh=[fogoh (6.7)
ahol pl. a kommutativitds azt jelenti, hogy
<g(@) @ f(y)le(z,y) >=<g(@)| < fW)le(x,y) >>=<fW)| < g(@)lp(z,y) >>=< f(y) @ g(x)[o(z,y) > (6.8)

Tétel 94 Ha az f disztribicid tartoja 2y és a g disztribucio tartdja Qg, akkor direkt szorzatuk tartoja a tartok
Descartes- (vagy direkt) szorzata

Qf®9 = Qf ® Qg
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6.3. Konvoliciék
Az f és g fiiggvények konvolicids szorzatan azt a h fiiggvényt értjitk, ami eléallithato

W(t) = £(t) * g(t) = / f(@)g(t — x)de (6.9)

mar amennyiben az utébbi integral létezik. Fliggvényeket tiikrozve, eltolva és megszorozva masik fiiggvénnyel
egyaltaldn nem varhatd, hogy az eredmény integralhaté lesz. A disztribucidk konvolicidjahoz hasznéaljuk és alakitsuk
az el6z6 esetleges alakot

[ ettt = [ [ (e~ oypvitds = [ [ 1@lgwety + z)dyd

Léathatéan az utébbi integral reguléris disztribucidk direkt szorzatara emlékeztet. Ertelmes definicié-e innen megsejtve
az

?
<frgle> = <f@glex+y)>7

Nem, ugyanis ¥ (z,y) = ¢(z +y) nem tesztfiiggvény, tartdja nem korldtos, hanem az = +y = 0 egyenessel parhuzamos
szalag.

Tétel 95 Disztribiuciot eredményez a

< [rgle >=<f@glAzy)e(z+y) > (6.10)
definicio, ha
a) [ vagy g korldtos tartdju, VAGY

b) f és g egyszerre jobbrdl/balrdl korldtos tardji, (pl. jobbrdl korldtosak: f(t) =0 és g(t) =0 hat <T)
és ekkor

Nz, y) € K(z,y) tesatfigguény olyan, hogy A(z,y) =1 ha (z,y) € supp(f ® g) N supp (o(z +y)) (6.11)
Bizonyitds: Rajzoldssal mutassuk meg, hogy az iménti esetekben a két tart6 Qoo N (z4y) metszete korlatos, A(z,y)

tesztfiiggvény tehdt vdlaszthatd. Ekkor A(z,y)p(x + y) € K(x,y), tovdbba ¢, () K)o sorozatokra Mz, y)pn(z +

K(x, . . . . . . ey "
Y) (zv) 0. A direkt szorzatrél mondottak szerint viszont f ® g folytonos, ami f x g folytonossagat bizonyitja.

Tétel 96 A konvolicid linedris és kommutativ
f@)x(a-glx)+b-h(z))=a-fxg+b-fxh é [fxg=gxf (6.12)
Példa 97 Két balrdl korldtos tartdji disztribicic: © x P = O©(z)log(x)
Példa 98 Mivel a § korldtos tartdji, tetszdleges f € K* disztribucidval konvolicicba vihetd
Oxf=f és Oaxf=/fa (6.13)
ugyanis pl.
<o * [l >=< [ xdalp >=< fY)lp(y + a) >=< [y = a)lp(y) >=< falp >
Példa 99 Minden f € K* és 6" konvolicid létezik és
5w f = f0) (6.14)
ugyanis
<8 flo >=< x5 >=< f(y)] < 8" (@)l +y) >>= (-1)" < [yl (y) >=< fP)p >

Példa 100 Kivetkezésképpen minden dllando egyiitthatds differencidlformdra irhatjuk, hogy

> anfM =fxY ans™ (6.15)
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Tétel 101 Hdrom vagy tobb disztribicid konvolicidja asszociativ: fx[g*h]=[f*g]*h ha
a) csak egyetlen tényezd nem kompakt tartéji, VAGY

b) minden tényezd jobbrdl, VAGY

¢) minden tényezd balrdl korldtos tartdji.

Példa 102 (Ellenpélda) 1 * [5’ x 9} =1 < [1 * 5’} £0=0 < [1x0]%8 = nem létezik. Miért?

Kovetkezmény 103 Az asszociativitds és a kommutativitds miatt

differencidldsra: (fxg) =fxg=fxg (6.16)
eltoldsra: (f*9), =Ffa*xg=[*0a (6.17)
ugyanis
(fxg) =fxgxd =8 xfxg , illetve (fxg),=f*g*ba (6.18)
Kovetkezmény 104 Sdt,
(f * g)(") = f®) x g9 | aholp+ q=n egészek (6.19)

Tétel 105 A konvolicid folytonos miuvelet abban az értelemben, hogy:

Ha f, — f gyengén konvergens, akkor f, * g — f * g is konvergens K*-on, ha
a) g korldtos tartéji, VAGY

b) f. csupa korldtos tartdju disztribicick, VAGY

¢) f, csupa jobbrdl/balrdl korldtos tartdji és g jobbrdl/balrdl korldtos tartdji

Tétel 106 Ismert f és h mellett az f * g = h konvolicids egyenlet megolddsdhoz elegendd ismerni az f * fI=1 =6
egyenlet fI=1 konvolicids inverz megolddsdt, tetszéleges h esetén ugyanis g = fI=1 % h.

Léthatéan ez megolddsa az egyenletnek, hiszen f g = f* (fI=1 % h) = (f* fI=1) « h = § x h = h. Bizonyitanunk
kell még, hogy ez az egyelen megoldas. Tegyiik fel, hogy g1 és go két megolddsa az egyenletnek. Ekkor nyilvan
f* (91— g2) = 0. A konvoliiciés inverz segitségével azonban fI=1 x (f * (g1 — g2)) = (f * f[_l]) * (g1 —g2) = 0 %
(g1 —92) = (91 —g2) = fE %0 =0.

7. FOURIER-SOROK ES FOURIER-INTEGRALOK

Felelevenitiink néhany fogalmat a Fourier-transzformécié témakorébol. Az ismétlés szandéka mellett megmutatjuk,
hogy az eddig megismert disztribiicidk kozvetlentil hasznosak az (inverz) transzformécidk vizsgalatandl. Csak kés6bbi
fejezetekben foglalkozunk majd azzal, hogy miként lehetne kozonséges értelemben nem Fourier-transzformélhaté (sét:
altalanositott) fliggvények transzformacidjat disztribicié értelemben elvégezni.

7.1. Szemelvények a Fourier-sorok témakorébol

Az I (véges, vagy végtelen) intervallumon értelmezett xy = {xn(z)} véges vagy végtelen fliggvényrendszert
ortogonalisnak nevezziik, amennyiben

Itt az L? komplex fiiggvénytérben szokésos Hermitikus belsd szorzatot hasznéltuk, a felillvonds komplex konjugélast
jelez.

Tétel 107 Valahogyan kivdlasztva és régzitve N fligguényt az dsszes

PN(JU) = Z Can(x)

neN
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tipust (véges) 'polinomok’ kozil az f(x) (periodikus) figgvényt az I intervallumon dtlagban a

 he@f@d
" @ @)

vdlasztdssal kozelitjik meg a legjobban (feltéve, hogy az integrdlok léteznek)

(7.1)

Az egyszeriiség kedvéért valds esetre és véges I intervallumra szoritkozunk. Ekkor az atlagban vett legjobb kozelités
azt jelenti, hogy a

2

o1
A= T/ f(z) — Z enXn(x)| dz
I neN
atlagos négyzetes eltérés minimalis. Val6ban, ha A(cy, ca, .....) minimélis, akkor
0A 1
— == — nXn ¢ dx =0
=1 - S o

amibél
/kadx = ch/xkxndx = ck/xkxkdfr (7.2)
I - I I

Definici6é 108 Az (7.1) egyenletben definidlt {c,} szdmokat az f(x) figgvénynek a x ortogondlis rendszerre vonatkozo
Fourier-egyiitthatoinak nevezzik. Az ezen egyitthatokkal felirt (véges, vagy végtelen) >, cnxn(x) sor a figgvény x-re
vonatkozo Fourier-sora.

Az I = (—m, ) intervallumon gyakorta hasznaljuk a trigonometrikus fiiggvényeket

{sin(rn )}~ ()}
= ¢sin(mn— U {cos m™m— }
X L n=1 L n=0
periodikus fliggvények Fourier-elallitdsara. Hasznalhatjuk azonban tetszéleges fiiggvény valamely véges
intervallumon vald vizsgélatara is ezt a trigonometrikus rendszert. Ugyanis alkalmas véltozé-transzformécioval az
analizist a (—m,7) intervallumra dtvihetjik és a transzformélt fiiggvényt ezen kiviil periodikusan megismételhetjiik,
azzal a megjegyzéssel, hogy ekkor a végpontokban (z = £) esetleges a definiciénk.

A trigonometrikus fiiggvényrendszer tagjai paronként ortogondlisak az I intervallumon, hiszen

/ sin(nz) sin(maz)dr = ™onm 1 70
0 n=0

—T

/” cos(nz) cos(mx)dr = { T-Onm nF0

-7 2T n=m=20

/ sin(nx) cos(ma)dx = 0

A trigonometrikus fiiggvényekre vett Fourier-sort gyakorta csak a fliggvény Fourier-soranak, az ¢, koefficienseket a
fliggvény Fourier-reprezentaciéjanak hivjuk. A trigonometrikus fiiggvények iménti rendszere teljes fliggvényrendszer,
ami azt jelenti, hogy az atlagban val6 legjobb kozelités a kifejtendd fiiggvények egy csalddjara olyan, hogy A = 0,
pontosabban

- N
lim i/ f(x) — Z enxn(x)| dr =0 (7.3)
- (n)

Az atlagos eltérés eltiinése nem mond sokat a pontonkénti konvergenciardl. Bizonyos feltételek mellett és bizonyos
értelemben azonban a Fourier-sor ’elééllithatja’ az eredeti fliggvényt

F@) =3 coxale) (7.4)

Erre vonatkozé allitdsok példaul az un. Dini-feltétel, vagy a
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Tétel 109 (Dirichlet) Tegyik fel, hogy a [—m,w| intervallum wvéges sok intervallumra bonthaté és ezeken a
részintervallumokon f(x) monoton és folytonos. Tovabbd f(x) szakaddsaindl olyan, hogy jobb- és baloldali hatdrértéke
f(zo +0) és f(xo — 0) létezik, akkor

- f(x) ahol f(x) folytonos
nXn = _ 7.5
zn:c xn() { w f(x) szakaddsi helyein (7.5)

Fiiggetleniil attol, hogy a Fourier-sor pontonként eléallitja-e a fiiggvényt, szimbolikusan szokds azt {rni, hogy

flxy 7 =7 % + Z a, cos(nx) + Z by, sin(nx)
n=1 n=1

1 s

an = — f(x)cos(nz)de n=0,1,2,..
L —
1" ,

b, = — f(z)sin(nz)de n=1,2,..
™ —T

Gyakran kényelmesebb a komplex alakot hasznélni

X = {Xn(x) — einx}iifoo / XZdex — / (eznx)* &M g — 27T(Sn,m

—T

amivel a Fourier-sorok alakja

_ = inT _ 1 " —inT
flz) = Z cne™® ahol ¢, = Py /_7r f(z)e " dx (7.6)
n=-—oo
A valés és a komplex egyiitthatok kozotti Osszefiiggés ekkor
= Sl —ib) ez glan b)) o=
Cn*2an 10n, C—nfzan 10n C0*2040

Fizikai alkalmazasokban érdekesebb gyakorta a ’spektrum’, amikor a felbontast

f(z) = %0 + i oy, cos(ne — V)

n=1

alakban allitjuk el6. Nyilvan

an = aycos8(dy,) by, = ay, sin(¥,)
o = a2+t
tan(d,) = by/an

Fontos, hogy ilyenkor o2 fiiggetlen a 1, fazistdl, {gy a2 az w, = n-wy harmonikus komponens spektralis intenzitdsat
jellemzi.

Példa 110 Legyen

flz)==z [—7, 7] periodikusan ismételve
Ekkor
1 s
an = f/ x - cos(nx)dx =0
T J_n
2 (7 2 . R 2
b, = 7/ x - sin(nz)dr = — {_accos(nw) + 7/ cos(n:v)dx} == (="
™ Jo m n 0 n Jo n
azaz

flz) =2 {sin(x) B sin(22m) N siné?;x) Lol

n

ni1 sin(nz) N }
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A sorfejtés érdekessége, hogy mindkét oldalt véve az x = w/2 helyen kapjuk a 7 meghatdrozdsdra alkalmas
Leibniz-formuldt:

! +
2n+1 77

N
4 35 17

Amellett, hogy periodikus fliggvények Fourier-egyiitthatéit direkt integraldssal meghatdrozhatjuk, a forditott
feladattal is talalkozunk, nevezetesen adott ¢, egyutthaték mellett a felirt trigonometrikus sor felosszegezhetd-e
(konvergens-e). A konvergencia sziikséges feltétele, hogy a ¢, egyiitthaték elég gyorsan csokkenjenek. Példdul, ha
a trigonometrikus sor egy k-szor folytonosan differencidlhaté fiiggvény Fourier-sora, akkor ¢,n*+! — 0 ha n — oo

Megjegyzés 111 Tegyiik fel, hogy > oo cne'™ konvergens.
- Az integrdlt Fourier-sor

is konvergens, sot gyorsabban konvergdl, mint az eredeti.
- Differencidldssal dvatosan kell banni, hiszen

oo d (oo}
Z cnaeznz =1 Z 7’I,Cn€”7'm
n=—oo n=-—oo
lassabban, vagy egydltaldn nem konvergens (dudlis térben igen...)

Hagyomanyosan nem konvergens trigonometrikus sorok disztribucié-értelemben konvergensek
lehetnek.

Tétel 112 Legyen t egy valds vdltozd. Ha létezik olyan k egész és M pozitiv valds szam, hogy |c,| < M |n\k minden
n # 0 mellett, akkor a

o0

Z cpe™ (7.7)

n—=—oo

trigonometrikus sor konvergens K*-on. Ilyenkor a sor dsszege co 4+ gP)(t), ahol p > k + 2 nemnegativ egész és g(t) a

= 3 e (7.8)

Fourier-sorral adott folytonos fliggvény.

Cn

A g¢(t) folytonos fiiggvény létezik. Ez kovetkezik abbdl, hogy ‘ e

<M |n|72 és az ilyen tulajdonsdgu Fourier-sor

egyenletesen konvergens minden t-re. De ekkor (indukdlt konvergencia) g(t) sora konvergens K*-on is. A dudlis
térben viszont sorok akarhanyszor differencialhaték és a differencialds tagonként is elvégezhetd. Marmost disztribicié
értelemben

gV = > cpe™ (7.9)

amibdl az allitas nyilvanvalé.

Példa 113 Megmutatjuk, hogy

f: et = 2n f: §(t — 2nm) (7.10)

Most
g(t)=— i iei"t 1 (t — 77)2 mikor 0 <t < 2mw (7.11)
n? 2 ’
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azaz
gV (t) =7 —t mikor 0 <t <2m és periodikusan ismételve (7.12)

A teljes (periodikus) elsé derivdltat nézve, ldtjuk, hogy annak 27 nagysdgi szakaddsai vannak a minden t = 2nmw
pontban, igy a disztribucio-értelemben vett tovabbi derivdltra

gD (t) = =14 276(t — 2n7) (7.13)
Ellendrizhetd, hogy g(t) Fourier-sora az iménti, hiszen
2m ) 1 ) o 2m ]
2re, = / g(t)e "dt = — [g(t)emt‘o —/ g’(t)emtdt} (7.14)
0 —m 0
1 / —int|2™ o 4 —int
= 3 g (t)e |O — ; g (t)e dt (7.15)
1 27
= Slr-n-0=-—3 (7.16)

mert g(0) = g(2m) az elsében, tovdbbd ¢’ (0) =7 = —g'(27).

7.2. Fourier-integralok

Tétel 114 Legyen az f € L' lokdlisan integrdlhato fiigguény abszolit integrdlhatd, azaz

| @l < oo

fw) = 7@ = [ " f@)e v dn (7.17)

Akkor az

definicidval adott f(w) figguény (az f(z) Fourier-transzformdltja) létezik és minden w € (—oo,00) -re
a) korldtos fiigguény
b) egyenletesen folytonos

a) A korl4tossag abbdl lathat6, hogy ’ f(w) ] < [ |f(2)] da < 0o

b) Az egyenletes folytonossidghoz meg kell mutatnunk, minden £ > 0 szdmhoz van 7 olyan, hogy ‘ f (w) —f (w+ 77)‘

< [ i@i- e = [ @iz siny))|ds

ahol latjuk, hogy a kiilonbség nagysiaga w-tdl fliggetleniil feliil becsiilhet6. A jobb oldal tetszOleges kicsivé tehetd,

mivel
/ZI ‘25m( d:v<2{/ /}|f |dx+/ |f(x)] |z

Az els6 tagban f(z) abszolit integrdlhatésdga miatt T' valaszthatd gy, hogy

T oo c
2{/@+/T}|f(z)|dx<2 ha T > T,

A masodik tagnal pedig minden 7' mellett

/ " @) \nx‘””(@)

_T 2

figgetleniil w-tél. Ennek belatasahoz irjuk fel, hogy

f) = Fwn|=| [~ s@es (- o

7z
2

dr <e

T
dx<17T/ |f(:c)|dx§% ha 1 > ner
T

Ahogy a Fourier-sorokndl, igy a Fourier-(integral)transzformdciondl is t6bb tétel sz6l arrél, hogy milyen értelemben
lehet a transzformaciét megforditani. A példa kedvéért alljon itt két tétel a klasszikus analizisbol:
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Tétel 115 Legyen f € L' és f (z)|dx < oo , tovdbbd fM)(x) folytonos valamely x € (a,b) intervallumban.
Akkor az
1 W
o) = 5z [ Fwemas (7.18)

fligguénysorozat konvergens az (a,b) intervallumon és
f(z) = lim f,(x) = lim L f(w)eTdw , x € (a,b) (7.19)
Tétel 116 Ha f(w) lokdlisan és abszolit integrdlhatd, akkor
= % /_: f(w)e™*dw (7.20)

(persze ez esetben a korabbi tételink szerint f(x) egyenletesen folytonos)
Mss jelolésben gyakran irjuk, hogy

f(@)=F ' [f@)] @) (7.21)
A tétel bizonyitdsa most nem érdekes a szamunkra, ugyanis disztribicio-értelemben ezek a megszoritdasok elengedhetok.

Tétel 117 (Inverz transzformdcio specidlis requldris disztribicidkra) Legyen f € L' és ffooo |f(2)| dz < oo, akkor

fo =5 [ yy Flw)e du (7.22)
K* (gyengén) konvergdl és
<f@)] = lim < fy()] (7.23)

A bizonyitashoz el6bb irjuk fel, hogy

1 Yo 1 1 Y > N, —iwx’ / wxT
fy(a:)%/yf(w)emdau%/y (/oof(x )e das)e o

és vegyiik észre, hogy f(z')e~ (' =) abszolit integralhaté a (—y < w <y ; —oo < 2/ < 00) tartomdnyon. Igy az
integralds sorrendje felcserélheto és

fy(z) = % /0; f(z) (/yy ei“’(x'x)dw> dr' = i/o:o f(x’)de/

1) Rossz folytatés

W = W(sy(xl — fﬁ) és ylz_),ngody(x/ _ $) _ 5(x/ _ QL')

és 7alkalmazzuk” az eltolt 4-t az f(z')-re
fl@) =< i@’ —2)|f(a') >
A hiba ebben az, hogy f nem (feltétleniil) tesztfiiggvény, {gy a Dirac-delta nem biztos, hogy alkalmazhaté ré.

/ fa szn x,a: — ) / fit sm( )dt:f*(Sy

ahol észrevettiink egy esetleges konvoliciot. Innen mondhatnank, hogy

lim f * dy —f*lzmé =fxd=f

Yy—0o0

e 2) Rossz folytatés

csakhogy semmit sem tudunk f(z) tartéjarél. Sajnos d,(x) tartéja nem korlatos, igy az f *d, konvolicié esetleg
nem is definidlhaté, vagy ha igen, akkor sem garantalt, hogy a konvolicié folytonos.
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e Korrekt folytatas: Legyen ky(z) olyan, hogy

Megmutathaté, hogy

lim ky(x) = o0(x)

y—o0
egyszer{ibb azt megmutatni, hogy a x) = 0,(x) — ky(x) reguldris disztribiciéra < @ >—0). or
ibb i, hogy a K, (z) = 6,(x) — ky laris disztribticiéra < K, 0). Ekk
- (it o0 in(yt
/ f(t—x)%(f)dt = fxky + hy(t) ahol hy(t) = f(t—x)&(f)dt
—00 [t]|>1 ™

Most helyes azt mondani, hogy
lim fxky=fxd=f
y—00

csak azt kellene még megmutatni, hogy a (reguldris) h,(t) disztribiciék a nulla disztribiciéhoz tartanak, azaz
tesztfliiggvényekre

lim < hylp >= lim / o(x) (/ flt— x)sm(yt)dt> dz =0
y—o0 y—oo o | i

t|>1

Az integrélas sorrendje megint felcserélhet6 és a
o) = [ pt—a ec

fiiggvény létezik. Sziikséges, hogy ekkor

oo

; t
lim g(t)ism(y )d
Yy—oo [t]>1 Tt

t=20

legyen. Ez viszont igaz, hiszen

‘/"o g(t)sm(yt)dt
It

1
S —
[>1 t

Y

<

— 0

/:O g(t)sin(yt)dt

>1

C —|—/ g’ (t)cos(yt)dt
11>1

mivel g(£1)cos(y) véges és g(co) = 0.
Sziikségiink lesz a késébbiekben az alabbi tételre:

Tétel 118 Parseval-formula (egyik vdltozat)
oo - (oo}
| fogwi= [ o
— 00 — 00

Mindkét Fourier-transzformalt ( f és §) korlatos, mindkét oldal létezik. Kiirva

| waa= [ ([ swea) s = [ s ([ awe i) a= [T s

ahol az integralas sorrendjét felcseréltiik. Tehetjiik, mert f(z)g(t)e~"* abszoliit integralhaté a (t,z) sikon.
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7.3. Példak Fourier-integralok szamolasara

Példa 119 A Gauss-gorbe Fourier-transzformdltja szintén Gauss-gorbe

F [e*‘”ﬁ} (w) = \/Zei ahol a >0

f(w) = / e~ g =W gy

— 00

integral kozvetlen kiszdmoldsa helyett vegytik észre, hogy

2a 2a

— 00

7]{]( ) _ W / ( 2a,x) efal‘,?efiwmdx — i (eamQGiwm + ZOJ/ eazzeiwzdx) = —;—a‘f(w)

Az igy kapott differencidlegyenlet egyszeriien integralhato

~ 2

fw)=ce %

~O)ZC’:/ e“”zdm:\/?
oo a

Példa 120 A Lorentz-gérbe Fourier-transzformdltja

F [e‘“‘”l] (W) = flw) = 2/00C e~ cos(wx)dx

Parcidlis integradldssal

~
—~
S
~
I
|

Il
|
QIN QN Q|
/I\
—
|
€ 2|€&
N
o
Vo)
-~
3
—
&
B
=
| |
=]
S 8
c\ ’
8
o
o
S
=
&
8
S—
IS
8
"
——

De ekkor
for=2(1-Liw) - fen+g -1
F {efa‘ml} (w) = Qﬁ

Példa 121 Az elébbi tmnszformcicio’ inverze szintén fontos

e—alz zww 7iww 1

ahol haszndltuk, hogy f(w) pdros figgvény.

8. A SCHWARTZ-TER

A disztribucidkat kordbban a korlatos tartéja alaptér fiiggvényeire vizsgaltuk. Meg fogjuk mutatni, hogy a korlatos
tartéju fiiggvények Fourier-transzformaltja nem korldtos tartéju figgvény. A K* Aaltaldnositott fiiggvényeinek a
Fourier-transzformaltjat emiatt nem tudjuk értelmezni. Egy maésik alapteret vezetiink be, a Schwartz-teret, ami
olyan fliggvényekbdl all, hogy a Fourier-transzformécié nem vezet ki a térbol.
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8.1. Gyorsan cs6kkend sima fiiggvények

Definicié 122 Az S (Schwartz-) tér a gyorsan csokkend C® sima ¢ : R™ — C  figgvények linedris tere. A gyors
csokkenés azt jelenti, hogy minden p, k; = 0,1,2.. indexekre létezik olyan M,y véges szdm, hogy

ak1+-~+kn
(B35 |Dkg0(x)| < M, , ahol D¥p(x) = s P(@1, s @) parcidlis derivdlt (8.1)
Ox7*...0xn"
A fiiggvények barmilyen hatvanyfliggvény reciprokanal gyorsabban tiinnek el nagy argumentumokra, ugyanis

%77 [ DRp(x)| < Mpirie = |x]P D¥p(x)  —

[Ix]| =00
Alternativ megfogalmazas:

sup {[IxIP | D0} < o0 52)

ahol szuprémum helyett maximumot is irhatunk.

Megjegyzés 123 A K-beli figgvények S -figguények is: K C S. Ugyanakkor K # S, hiszen példaul p(x) =
exp(—2%) ¢ K, de p € S.

Megjegyzés 124 Ha g € C™ és p € S, akkor dltaldban gp ¢ S. A sima, polinom-nagysdgrendi figgvények
Pi=A{p(x) | [D%g(x)] < Ca(l + [a])™} (8.3)

barmelyikével vald szorzds viszont megengedett. Ha p(x) € P, azaz a sima figguény és derivdltjai egy polinomndl
lassabban nének, akkor pp € S.

8.2. Fourier-transzformacié a Schwartz-téren

Az S térbeli fliggvények Fourier-transzformaltja

Flol (@) = () = / p(x)e % dnx (8.4)

nyilvan létezik. A transzformécié invertalhato

o

11~ 1 " ~ WX Jn
FHAG0 = o = (5 ) [ Bl (55)
A tovabbiakban csak az egyvaltozés fliggvényeket targyaljuk, a tobb dimenziéra valéd altalanositds kézenfekvo.

Tétel 125 A Fourier-transzformdcid és inverze a S-et dnmagdra képezi le.

a) p € Sy = Flp] =¢ € S, amihez az kell beldtnunk, hogy

(*) dt [ :

= _ —l1wT

¢ (w) = dok . p(x)e dx

létezik, C'*° és gyorsan csOkken. Minden ¢ € S fliggvényre az iménti integral egyenletesen konvergens w szerint, igy
a differencidlas bevihetd az integral jel mogé:

Fw) = [ i@t (5.6)

Az integral létezik, mivel z*p(z) € S, és ekkor tudjuk, hogy ¢*)(w) (egyenletesen) folytonos. A gyorsan csokkenést
parcialis integraldssal mutatjuk meg. Tetszoleges m =0,1,2,..... szamokra igaz, hogy

v

¢ (w) = / - (—iz)*p(x)e ™ dr = <1>m / T (—iz)*p(x)} e ™ dz, mivel dxvx%(x)ﬂo (8.7)

Y m
s w o dx
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m

De 4= {akp(z)} € S és akkor

dm
d rm

/.

{zkga(a:)}‘ de < Mp,

amibdl
‘wmsé(k)(w)’ < My i

b) g €S, = F1[p] = ¢ € S, hasonléan mutathaté meg, hiszen az exponencidlis faktor eldjelét nem hasznaltuk ki
az el6z0 bizonyitasban.

Tétel 126 A Fourier-transzformdcio S énmagdra vald kélesondsen egyértelmi linedris leképezése.
Kovetkezmény 127 Flp] =0 ¢ =0
Ko6vetkezmény 128 Valddi inverz: FF ' = F1F = Idg

Tétel 129 Hasznos dsszefiiggések a Fourier-transzformdltak kozott:

k
Fl-ia)o@)] = - Flp() Flp® (@) = (1) Flo(a) (53
Flow -] = e “Flo@)]  Fle ()] = Flp@l(w +1) (59
Flptan)] = 1 Flp@)(2) (810)

8.3. Erss konvergencia

Definicié 130 A (p;) figgvénysorozatot akkor tekinjik S (erds) értelemben konvergensnek: ; 5 , ha p; € S
olyanok, hogy

Ix[[” D*p,(x) e Ix[|” D¥p(x) (8.11)
minden k és p indexekre, x-ben egyenletesen.

Ekvivalens megfogalmazasok

sup { ||x||” |Dkgoj (x) — Dkap(x)‘} —0 minden p,k; =0,1,2.. indexre (8.12)

vagy (p;) egyenletesen konvergens minden korlatos tartomanyon és
1x||” [D*p;(x)] < M2, kozds korlat, fiiggetlen j-t6l (8.13)
Megjegyzés 131 A konvergencia valdjdban az S téren bevezethetd

el = sup {lIx]” | D¥p(x) |} (8.14)

normdval hozhatd kapcsolatba. (Ellendrizhets, hogy ez valdban teljesiti a mormdra szokdsos feltételeket.) Az erds
konvergencia ezekkel

©; 5 ¢ < i —ell, — 0 minden p,k; =0,1,2.indexre (8.15)

Megjegyzés 132 A Schwartz-tér zdrt az erds konvergencidra. Az egyenletes konvergenciabdl kéovetkezik, hogy
Dkgoj — DXy folytonos fiigguény létezik. A hatdrfigguény ugyanakkor gyorsan csékken az Mz()),k k6zos korldatnak
megfelelden.
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Tétel 133 A polinom nagysdgrendi fiigguényekkel vald szorzds folytonos mivelet:
pj > = pp;>pp aholpe P (8.16)
Tétel 134 A K-beli konvergencidbol kévetkezik az S-beli:
0 Dp = 9D (8.17)
Tétel 135 K mindeniitt siri S-ben, azaz bdrmely ¢ € S-hez van olyan (p;) sorozat K-bél, hogy ¢;(x) 5, .
Legyen a v € K olyan, hogy ¥(0) = 1. Valamely ¢ € S célfiiggvényhez
ve(r) = p(x)p(ex) € K és v (x) 5, ©, mikozben € — 0 (8.18)
Tétel 136 A Fourier-transzformdcid (és inverze) folytonos leképezés.

Az F linearitdsa miatt elegendé a ¢, (x) 5, 0 sorozatokat vizsgalni. Kordbban (8.7)-ben littuk, hogy

(iw)™ 3 (w) = /OO CZc—mm (—iz)Fi; ()} e da

A differencidlést elvégezhetjiik az integrandusban

M 00 | )
()" 30w = ()" [ (7) - k! A e e ol M = minGm, )
1=0 Y —%° s

és irhatjuk, hogy

k—1 (7n—l) 1+ 12

SDJ (l') 1 + :L_Q €

i <3 ()t [

ahol a jobboldal fiiggetlen w-tél. A konvergencia feltételét kihasznalva

xk (1 + xz) wgm_l)(z)‘ — 0

j—o0

sup ngag-k)’ — 0 = sup
T : J—00 T

tovabba

miatt kovetkezik, hogy

REUMES

9. TEMPERALT (VAGY MERSEKELT) DISZTRIBUCIOK
9.1. Az S tér folytonos lineédris funkcionaljai
Definicié 137 Az f linedris funkciondl temperdlt disztribicié: f € S*, ha
0;j(@) 20 = < flp;>—0 (9.1)

Tétel 138 Mivel K C S és p;(x) Lo = w;(x) =0, f megszoritdsa K-ra (fr) disztribucio K*-ban.

Kovetkezmény 139 Kovetkezésképpen K C S C S* C K*.
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Tétel 140 Ha két disztribicio egyenld K C S-en, akkor az egész S téren egyenldk
fle=9lx = [f=g (9.2)
Megmutattuk, hogy K sfirli S-ben, azaz minden ¢ € S fliggvényhez van ¢, (x) 5, i sorozat, ahol . € K. De akkor
<(f=9)le >=lim < (f = g)|pe >=lim < (flx — glx) lpc >=0 (9:3)

Kovetkezmény 141 A gyenge konvergencidra ekkor szikségképpen igaz, hogy

K* 5"
<fil = <fl = <fl = <]l

Definicié 142 Az f wvalds figguényre az mondjuk, hogy lassan nd, ha létezik olyan X és p, hogy
@) ~o(lz*) : |fl <|z[F  amikor |z|>X (9.4)
Tétel 143 Bdrmely f temperdlt disztribucio f. simitdsa lassan novd fiiggvény

Tétel 144 (Schwartz) f pontosan akkor temperdlt disztribicid, ha létezik ¢ > 0 és p > 0 olyanok, hogy bdrmely ¢ € S
tesztfligguényre

sup

< flo >l <ellgl, ahol ||so||p=(| ) (1 + Je])? 1D (9.5)
xT

o <P/ (o)

Elégséges: ¢;(x) 20= o]l — 0 és akkor [< flp; >| — 0
Sziikséges: Valamely f € S*-ra tegyiik fel, hogy c és p nem létezik. Akkor van olyan ¢y sorozat, hogy

|< flox > > Kokl

De az ebbdl készitett sorozatra

Pk S

e 2 5
VE el

mivel

T L N S i R
o - su k —
VEenll \/E(Mgpk)(x) (1+ )" D7k — VE

ha k> maz(a, §)

A linearitds miatt viszont

< fl—~2% Vi

1
|< fle > = >| = |< flow >| >
VE [ enll), VE |kl

lenne, ami ellentmond f folytonossdganak.

Tétel 145 (Schwartz) f pontosan akkor mérsékelt disztribicid, ha léteznek olyan p és k egész szamok, hogy
f=9" ahol g(x) € C° folytonos és g(z) ~ O(|z|*) lassan névé figguény (9.6)

Hasonlé allitasunk volt K*-on, de az csak lokalisan volt igaz.

Példa 146 Sajnos f = e* nem mérsékelt disztribucio, tul gyorsan nd €s ezen semmilyen simitds sem segit.

Példa 147 Jéllehet fiigguény-értelemben f = e*cos(e®) nem lassan névd, mégis f € S*. Ugyanis

a) mert simitdssal megudltozik a fiigguény végtelenbeli viselkedése
b) e*cos(e®) = disin(e“’), azaz eqy nyilvdnvaldan mérsékelt disztribicid derivdltja

X
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9.2. Temperalt disztribiiciék Fourier-transzformaltja

Definicié 148 Az f € S* disztribicid Fourier-transzformdltja az az F [f] disztribicd, amire
<Ffllg>=<fIFle]> , VYpeSs-re (9.7)

(reguldris disztribicidkra ez éppen a Parseval-formula: < f\(p >=< flg > )

Tétel 149 Az igy definidlt F [f] valdban disztribicid, azaz folytonos linedris leképezés.

Ez kovetkezik abbdl, hogy < F[f]|: S — C leképezés az < f|: S — Césaz F : S — S folytonos leképezések < f|oF
kompozicidja.

Tétel 150 A Fourier-transzformdcio és inverze kolcsénisen egyértelmii S* = S* leképezés.
Kovetkezmény 151 Tehdt F(f]=0 f=0¢és FF ' =F 'F=1Idg-
Tétel 152 A Fourier-transzformdcio S* onmagdra vald folytonos leképezése.

Kovetkezmény 153 A gyengén konvergens sorozatokat, sorokat szabad tagonként Fourier-transzformdalni:

[=Y g es o Fl=Y Flo 98)
Tétel 154 A Fourier-transzformdltakra emlitett (8.8,8.9,8.10) azonossdgok igazak a disztribicidkra is.
Hiszen pl.
< Fll-i) F@)@ple) >= < (—ie)f F@IFlp@I(E) >=< F@)(—iz) Flp@)@) =< F@I-D}Flp®(w)] >
- < @I W) >=< - Flf@)lpw) >
Tétel 155 Inverzids formula
FIFIf @) = 2nf (—) 99)

Tétel 156 Ha f korldtos tartdju, akkor

Ff] =< f(@)|Mz)e ™" > ahol \(x) € K olyan, hogy \(x) = { (1) Z;yibiéZtD supp(f) (9.10)
Példa 157 Mivel a Dirac-delta korldtos tartoju
Flo=1 (9.11)
amibdl az inverzids formuldval
F 1] =2n0 (9.12)
Altaldnositva eljutunk a fejezet eqyik f6 eredményéhez:
F [5<’<> (t— T)} = (iw)Fe ™7 és F((it)e "] = (=1)*2m6™ (w + 7) (9.13)

Példa 158 Az el6z6b41 egy polinom Fourier-transzformaltjara kapjuk, hogy

F lio an:c"] (w) =27 io ani™6™ (W) (9.14)
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Példa 159 (Poisson-iosszegzés) A Fourier-sorok tdrgyaldsakor megmutattuk (7.10)-ben, hogy

i et = 27Ti §(z — 2mn) (9.15)

mindkét oldal konvergens K*-ban és egyenldek. Az itt szerepld disztribuciok egyuttal temperdlt disztribiucidk is,
hiszen egy periodikus (tehdt lassan novd) novd folytonos fiigguény mdsodik derivdltjaként dlltak eld. FEkkor viszont
az eqyenldség S*-on is igaz. Lehet tagonként Fourier-transzformdlni:

2#25 (w=—n)=2nF [Zé 33—27m)1 (w)

— 0o

Alkalmazzuk elébb a baloldali kifejezést eqy tesztfiigguényre

D> <bdw—n)lp>=> o(n)

majd a jobboldalit

lp >= Z<5m—27m|f Z]-' (27n)

<]:[Z5x—27m)

majd a két eredményt dsszevetve kapjuk a Poisson-féle 0sszegzési képletet:

i o(n Z}" (27n) (9.16)

Példa 160 A Heaviside-fligguénnyel kapcsolatos Fourier-transzformdltak:

|
Fla"0@)] (w) = "1™ (W) + P | —=—= | , n=0,1,2,.. (9.17)
(iw)
Igazolni csak az n = 0 specidlis esetre fogjuk, ezt viszont két mddszerrel is.
a) Tudjuk, hogy ©" = 4, és ebbdl
iWwF[Ol=F[O]=F[f=1 = wF[O]=

Az utébbi egyenlet dltaldnos megoldésa

Flol=ci) + 7 () 0.18)

iw
ahol a hatdrozatlan allandét (kanonikusan) vélasszuk meg ugy, hogy
FO(x) + O(—x)] = F[1] =27

teljesiiljon. Felhasznalva, hogy F [f(—z)] (w) = F [f(z)] (—w) kapjuk, hogy ¢ = .
b) A reguléris O,(z) = O(x)e™** disztribiicidk gyengén konvergens sorozatéra igaz, hogy

Ou(z) = O()

A Fourier-transzformacié folytonos a duédlis téren, igy

F[O(x)e "] — F[O]

a—0
A kozonséges Fourier-transzformaltak kiszamithatok:
00 ) —(a+tiw)z | 1
F[O(z)e™"] :/ ey = & = — (9.19)
0

(a+iw) |,_, a+iw



és a hataratmenet soran a

— 75(w) + P <1>

lim -
a—0a + 1w w

Osszefiiggés egy altaldnos tesztfliggvényen igazolhaté. Ugyanis

2 om0 [T A s [T AT () - w0

i 2 2 2 2
Coo Ot W oo O W oo O+ W

oo
/ g =
0o a°+w 2

im [ 29— roy—i [ 2@ =),
/ o0~ [

a—0 J_ o a+iw oo w

és
miatt

Példa 161 Az sgn(zx) eldjel figgvény Fourier-transzformdltja:

Flsgn(@)] = F[O(x) — O(—z)] = 2P <1>

w

Példa 162 Majd ebbdl F [F [f (v)]] = 2nf (—x) haszndlatdval

1
F [P ()} = —imsgn(w)
x
Példa 163 Megmutathato, hogy:

1 11— >
F [P (kr)} ==2(y+Inw|) ahol v= / ﬂdw - / de az Euler szdm
0 1

xT xT

9.3. Direkt szorzat

Tétel 164 Bdrmely f(z) € S*(R™) és g(y) € S*(R™) esetén a
<f@) @gW)le(z,y) >=< f(2)| <g¥)lp(z,y) >>
direkt szorzat disztribicid: f(z) ® g(y) € S*(R™T™)
Viazlat a bizonyitashoz:
-mutassuk meg, hogy ¢(z) =< g(y)[¢(z,y) >€ S(R™) és D*¢(x) =< g(y)|Dgp(x,y) >

n+m

. s 5"
-ezutdn mutassuk meg, hogy ¢;(z,y) "— 0 = 9;(z) =0
amikb8l mar kovetkezik, hogy g : S(R"T™) — S(R™) folytonos. De f: S(R™) — C is az, ezzel kész.

Tétel 165 A direkt szorzat kommutativ:

fx)®g(y) =9(y) ® f(x)

€s asszociativ

f(@) @ (9(y) @ h(2)) = (f(x) @ g(y)) ® h(z)
Kovetkezmény 166 Specidlisan g(y) = 1(y) azonosan 1 fiigguénnyel

< (@) / (@, y)dy >= / < f@)lele.y) > dy

(7a disztribicid bevihetd az integrdljel mogé”)
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(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

(9.27)



Tétel 167 A direkt szorzat a dudlis terek kozotti

d)® : SRY - SRS G [ §HR™) - SRV
folytonos linedris leképezés: f, = f = g fn =g f
Tétel 168 Direkt szorzat Fourier-transzformdltjara

Flf@)@g@)] (W) = Fu

9.4. Mérsékelt disztribiciék konvolicigja, a konvoliicié Fourier-transzformaltja

Tétel 169 Konvolicio:

< frgle>=<f(z)®@g(y)n(z,y)e(=+y) > €S~

ha az aldbbiak valamelyike teljestil:

i) f vagy g korldtos tartdji (pl. f olyan, akkor M(z,y) = Mx) € K ésn(x) =1 ha x € supp{f} megfelel)
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(9.28)
(9.29)
(9.30)

(9.31)

it) vagy f és g egyszerre jobbrdl, vagy balrdl korldtos tartdjiak (mondjuk balrdl, és akkor n(x,y) = m(x)n2(y), n: €

C*®; ni(t) =1 hate [min{Ty,Tr},00) ésni(t) =0 hat <T <min{T,, T} egy vdlasztds)

Tétel 170 Csak az elsé tipusi konvoliciokra mondjuk ki: A konvolicié Fourier-transzformdltja
F(f*g9) (@) (w) = Ff(2)] () - Flg(x)] (w)

I) eset: f és g korldtos tartéji. EkkorA h(z) = f * g konvolicids szorzat korlatos tartdjo, igy

FHENE) = <H@es >=c fo)] < o Fy)e el >

f@)] <gly )I&(@&(y)e‘“wﬂ) >
= ( )‘)\1( oW >S< g(y)l)\z(y)e—wy >

mivel \(z) vélaszthatd dgy, hogy Az + y) = A1 (z)A2(y) legyen.
II) eset: g korldtos tartéju. Ekkor g Fourier-transzformaéltja egy polinom-nagysdgrendii sima fiiggvény

Flgl(w) =pw) € P

igy tetszOleges f disztribuciora

< Flfxg@)] (@)lp(w) >=< [ g(2)|F [p(w)] (x) >=< f(2)] < g()[My)F [p(w)] (z +y) >

< f@)] < gw)AW) / pw)e @ dy >=< f(z)| / < gAWT > pw)e dw >
< @) / ey =< [(2)|F [p(w)p(w)] >=< F[£(@)] (@) [pw)p(w) >
< FU@)] @IF 9@)] @)pw) >=< F[f] Flg] o >

Tétel 171 Integral-egyenletek megolddsandl kilonésen hasznos, hogy

fxg=h = fg=nh

Az utébbi egyenlebdl formalisan megprébalhatjuk kiszamolni g-t az aldbbi datalakitdsok valamelyikével

iz g=7F [h/f]
§=h/f = g=hxF! [1/ﬂ

amennyiben ezek értelmesek. (Sajnos ritkan...)

(9.32)

(9.33)
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9.5. Periodikus disztribiiciék

A periodikus f(z) = f(z + 2n7) : < flo(z) >=< fle(x — 2nm) > disztribuciék automatikusan temperaltak.

Tétel 172 Periodikus disztribicick Fourier-transzformdltja

Flf@)](w) = Y eadlw—n) (9.36)

majd a disztribicidkra (is) igaz (8.9) tulajdonsig miatt
Ff @@+ 2nm)] (w) = 2™ F [f(2)] (w)
A kettSt Osszevetve
FU@)] @) (1=e?™) = fw) (1 =€) =0
Mivel

gw)=(1-€?™)=0 ha w=0,1,2,... (9.37)

f(w) pontokra koncentrélt (g zéréhelyeire). Tovabbd

_ 1— 127w ) .
lime 29T i LT iy, STUT) (9.38)
w—n w—n w—n
igy valéban
B o0
flw) = Z end(w —n)

A ¢, allandék hatarozatlanok maradnak. Ett6]l eltekintve lathatjuk, hogy a periodikus disztribuciok
Fourier-transzformaltja a szokasos Fourier-sorokat fogja eredményezni: az inverz segitségével

Flo(w—n)] = —e"™ = f(z)=— Z e (9.39)

10. EGYEB ALAPTEREK

10.1. A Hilbert-tér

e Linedris (vagy vektor-) tér (az F' =R vagy C test felett)
1) linedris kombindciék: au+bv € H ha a,b € F és u,v € H

2) linedris kombindcié asszociativ és kommutativ
3) a(bu) = ab(u)

4) a(lu+v) =au+av és (a+ b)u = au+ bu

5) egyértelmii @) dgy, hogy 0 + u =u

6) lu=uésOu=20

e Normalt tér, ||ull € R
7) |jull >0 ha w0
8) 0] =0
9) Maull = |al [[ul|
10) [lu + vl < flull + [lv]l
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e Hermitikus bels6 szorzat
A) (u,v) = (v,u)* és a norma innen szarmazik: |ul = /(u,u)

e Konvergencia
Az (u,) sorozatot konvergensnek mondjuk H-értelemben (norméban), ha minden & > 0 szédmra ||u, — un|| < &
ha n,m > N,
B) H teljes a norméban valé konvergencidra: Cauchy-sorozatokra us, € H

Példa 173 R", az n dimenzids euklideszi vektortér Hilbert-tér.

Példa 174 (R"-b6l n — oo dltaldnositdssal) A wvégtelen dimenzids 1% tér elemei azok a komplex szdmokbdl dllé
& ={&,¢&1,&, ...} sorozatok, melyekre

2 2
€ =D 1&kl* < o0 (10.1)
ezen a Hilbert-téren a belsé szorzat:

&m) = & (10.2)

Példa 175 A wvégtelen dimenziés L*([a,b]) wagy L*(R") tér a o(x1,...,x,) komplex, négyzetesen integrdlhaté
fligguények Hilbert tere a

(p, ) = /w% av (10.3)

belsd szorzattal.

10.2. A Hilbert-tér 6ndualis
Nyilvanvald, hogy a véges dimenziés Hilbert-terek ondudlisak. Végtelen dimenziéra a Riesz-Fréchet-tétel allitdsa
szerint igaz, hogy a Hilbert-tér folotti disztribuciok tere izomorf a Hilbert-térrel.
Tétel 176 A Hilbert-tér korldtos (=folytonos) linedris funkciondljai felirhatdk
Tlu] = (t,u) t,bue H
alakban, ahol t egyértelmd.
Tekintsiik a kérdéses linedris funkciondl null-terét
M ={v|Tp] =0}
ami nyilvan linearis tér. T folytonossiga miatt M zart altere H-nak.Ugyanis, ha v,, — w mikozben v,, € M , akkor
(Tl = [Tlo.] = Tlw)l < K o, —w| -0 = Tlw] =0
Mérmost, ha M = H, akkor készen vagyunk, mert
t=0 Tul=0,u)=0
Egyéb esetben legyen wuy,us € M+ (a kiegészit6 altér két tetszbleges eleme) és készitsiik el az
u = T[ug|us — uy Tus]

vektort. Ez a vektor, mint linedris kombinécié M~ egy eleme, de egyszerre benne van M-ben is, hiszen T[u] = 0. Az
egyetlen ilyen u vektor az u = (), amib6l az kovetkezik, hogy M+ nem lehet 1-nél tébb dimenziés.
Vilasszunk ki egy tetszéleges w vektort M-L-bél. A
T *
p o Tl (10.4)

- 2
[[w]]

j6 véalasztés, hiszen tetszéleges u € H felirhaté u = v + Aw (v € M) alakban, és

T[w]

(tlu) = e (wlu) = AT[w] = Tlu]
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Kovetkezmény 177 A forditott dllitds is igaz: bdrmely t € H folytonos linedris funkciondlt definidl a T(u] = (¢, u)
hozzdarendeléssel. A folytonossdg a

|t un — wm)| <12 (lwn — um |

Schwartz-egyenldtlenségbdl lathatd.

10.3. Egész fliiggvények: 7 a K tér Fourier-transzformaltja

Legyen a o(t) € K fliggvény tartdja olyan, hogy supp{¢} C [—a,a]. A Fourier-transzformaltja
+OO . a .
o) = [ ete = [ pwe

biztosan 1étezik és kiterjeszthetd a teljes komplex sikra:
P(z) = p(x +iy) € C¥

Ez a ¢(z) t.n. egész (angol: entire) fiiggvény, ami azt jelenti, hogy reguldris, vagy analitikus az egész komplex
stkon. Ugyanis a

o) = [ " ot)e

integral integrandusa sima fliggvény C x R -en, tovabba z-nek analitikus fiiggvénye és az integral egyenletesen
konvergens minden z-re. Amellett, hogy ¢(z) analitikus, parcidlis integraldssal kapjuk, hogy tetsz6leges k természetes
szamra

o) = e [ e

amibol

a

|#*6(2)| < / )| [t dt < el / #M(0)]dt , ahol == +iy

—a

Felhasznalva, hogy K-beli tesztfiiggvényekre

/ go(k)(t)‘ dt < Cy,

—a

kapjuk, hogy a Fourier-transzformaltjuk a komplex sikra kiterjesztve rendelkezik a
|zk¢(z)| < Crel |y =Tm(z2)
tulajdonsaggal.

Definicié 178 A Z-tér a komplex sikon értelmezett azon egész fiigguények tere, melyekre minden ¢(z) € Z-hez vannak
olyan a,Cy, Cq, ... dllandck, hogy

|25 ¢(2)] < Cre™™! |y = Im(z) (10.5)
Tétel 179 A Fourier-transzformdcid és inverze kolcsondsen egqyértelmi leképezés K és Z kézott.
) p(t) € K — ¢ € Z el6bb bizonyitva

a) g
b) ¢(z) € Z — ¢ € K bizonyitasihoz a komlex szdmsikon Cauchy-integréldssal {rhatjuk, hogy

g?)(t) _ /+oo (b(x)e,ixtdx _ /Jroo (b(x N Z‘y)671'(Jchiy)tdx

—0o0 — 00
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mivel ¢(z)e~ "t analitikus és 1/ |z| minden hatvany4nal gyorsabban elt{inik |2| — oo -ben barmely véges y mellett.

felhasznalva, hogy

Co+C
< alyl 4 2 < alyl < X0 2 alyl < palyl
[¢(2)| < Coe é |27 |o(2)| < Coe = |o(z)| < R g

kapjuk a

+oo
dz = Crevttalyl

‘q@(t)’ < eytealyl/

oo 1422

egyenl6tlenséget. Valasszuk az

értéket, amivel

‘(;5(,5)‘ < CrePltl=a)
Mivel ez tetszéleges f[-ra igaz, a 3 — oo dtmenetbdl lathatd, hogy ’é(t)‘ =0 ha |t| > a.

Megjegyzés 180 A Fourier-transzformdcioban nem haszndltuk az et faktorban az exponens elbjelét, igy az inverz
transzformdciora a bizonyitds ugyanigy megy.

Megjegyzés 181 KN Z =0, azaz p € K nem lehet egész fiigguény, kivéve, ha azonosan nulla. Ugyanis eqy ¢ € K
korldtos tartoju figguénynek a komplex szamsikra vald kiterjesztése azomosan nulla lenne a komplex sik egy véges
tartomdnydn kivil. De ha egy komplex analitikus fiigguény nulla valamely analitikus pontja kornyezetében, akkor a
teljes reqularitdsi tartomdnydban nulla.

Tétel 182 ¢(z) € Z — ¢p(z) € S, azaz Z C S
Igaz, hogy ¢("™) € Z, hiszen

p2)eZ = dx)e K = t"pt) e K = ¢™ ez
Akkor viszont

(b(m)(aj) e O és ‘J;k¢(m) (ac)‘ < Crym

Tétel 183 Z sdri S-ben, minden ¢ € S-hez van olyan ¢, € Z sorozat, hogy ¢, 5, ®

Tudjuk, ha ¢ € S, akkor F~1[p] € S. Azt is tudjuk, hogy K sfiri S-ben, azaz van olyan sorozat, hogy X 5 F 1]
mikdzben x,, € K. A Fourier-transzformacié folytonos a Schwartz-téren, emiatt

S ,
Flxal =9 é  Flxal € Z.

10.4. Konvergencia Z-n

Definicié 184 A (¢,) sorozatot akkor mondjuk Z— értelemben konvergensnek, ha
o ¢, €7
® ¢, — ¢ a komplex sik minden korlatos tartomanyén egyenletesen
e J a, C}, fliggetlenek n-tdl gy, hogy |zk¢)n(o:)| < Cre®¥! minden n-re

Tétel 185 A Z tér zdrt erre a konvergencidra nézve

Tétel 186 F: K — Z és F~': Z — K folytonos leképezések a Z illetve a K erds konvergencia szellemében.

Tétel 187 ¢, 2 ¢ = ¢, = ¢



41
10.5. Ultra-disztribucidk: Z*

Tétel 188 S* C Z* walddi altér

Valamely f € S* megszoritdsa linedris funkciondl Z C S-en. Az el6z6 tétel szerint a Z-beli konvergencia maga utan
vonja az S-beli konvergenciat, igy f is folytonos a Z téren.

Kovetkezmény 189 A Dirac-delta ultradisztribicid: 6 € Z*

Példa 190 Reguldris disztribicick: Minden lokdlisan integrdlhato figguény disztribuciot definidl az < fl|¢p >=
7 f(@)¢(x)da utasitdssal.

Tétel 191 Az wltradisztribicidkra a kordbban megismert elemi mdveleteket (eltolds, inverzid, differencidlds,...)
hasonlé modon bevezethetjik. Ezeket kiilon nem soroljuk fel. Uj mivelet a komplex eltolds

< flx+a)|o(z) >=< f(z)|p(x —a) > aecC (10.6)
Kovetkezmény 192 FEzzel kiterjesztettik az dltaldnositott fligguényeket a komplex sikra. Hiszen
f(2)|p(x) >=< f(z)lo(z") > (10.7)
Erdekes észrevenni, hogy
f(2)|o(z) >=< f(z)[p(x) > (10.8)

ami eqyébként a Cauchy-integrdlformula, ezuttal dltaldnositott fiiggvényekre is.

Példa 193 A "komplex vdltozds delta figguény”

M (2)|o(x) >=< 6(2)|(~1)* " (x) >=< 6(2)|(-1)* ¢ (2 — iy) >= (=1)* ¢V (~iy) (10.9)
Példa 194 K* és Z* viszonydrdl: A) e ¢ Z* (amigy K*-beli)  B) 6(xz —ia) ¢ K* (amigy Z*-beli)

10.6. Gyenge konvergencia
Definicié 195 Az (f,) sorozat konvergens Z*-on, ha az < fp|¢ > szdmsorozat konvergens minden ¢ € Z
tesztfugguényen.
Tétel 196 Z* zdrt erre a konvergencidra

Tétel 197 Minden ultradisztribicio ” Taylor-sorba” fejthetd. Bdarmely o € C szdmra

oo

flata)=> %T ) (2) (10.10)

Mivel ¢p(x — @) € Z egész fiiggvény a

sa@) =3 CD g gy (10.11)

n!

részletosszegek minden a komplex szamra és minden z-re pontonként konvergensek és
sp(x) — oz —a)
V—00
A kovetkezé Lemmaéban beldtjuk, hogy

s4(z) Z ¢(a — a)

is igaz. Akkor pedig

f@)p(x —a) >= lim < f(z |Z ¢(n)

lim < Z f<”) ) >=< Z f(")|q’> >

< f(z +a)|o(z) >
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Lemma 198 A részletdsszegek

B=F(s) =Y %}'(qﬁ(”) @)=Y (_Tj)n (i)3(0) = 9() > =2

n!

Fourier-transzformdltjai eqy K-beli sorozatot alkotnak. Mivel QNS(w) € K, a hdtso osszegben w csak egy véges
tartomdnyon érdekes. Vegyiik észre, hogy

v n
(_a) AN )
> ()
az exponencidlis fligguény eqy részletosszege, ami viszont bdrmely véges w intervallumon egyenletesen konvergens.
Ezzel, és a Fourier-transzformdcio folytonossdagdat haszndlva megdllapithatjuk, hogy

85 owe ™ = s 5 or—a)

v

10.7. Ultradisztribiciék Fourier-transzformaltja

Definicié 199 Minden f € K* disztribiucichoz defindljuk az F[f] € Z* Fourier-transzformdltat
FIflole) >=< fIFlp()] > (10.12)
és hasonldan f € Z*-hoz az F[f] € K*-ot
Tétel 200 A Fourier-transzformdcio kélcsondsen eqyértelmi leképezés K* és Z* kozott.
Tétel 201 F és F~ L folytonos leképezés K* és Z* kéztt.

Koévetkezmény 202 Az >.°° f,, sor pontosan akkor konvergens K*-on, amikor >.°° fn konvergens Z*-on. Tehdt
szabad tagonként Fourier-transzformdlni.

Tétel 203 A  Fourier-transzformdltakra  felirt —azonossdgok  (differencidlds,  skdldzds,...) érvényesek  az
ultradisztribiuciokra is. Ezeken tulmenden a komplex eltolds lehetdsége jelenik meg
Fle ™ f(x)]|(w) = F[f(@)](w+a) aeC, feK* (10.13)

€s hasonléak az inverz transzformdcickra.

Példa 204 A konvergens

sort transzformdlva

Fle® ]* n']:t" |=2m Z 5(" = 2m6(w + i)

Az elsd egyenldségben az haszndltuk ki, hogy szabad tagonként Foumer—tmnszformdlni, a kozépsé (9.13) miatt igaz, az
utolsé pedig a (10.10) Taylor-sorokkal kapcsolatos tétel kévetkezménye.

Figyeljik meg, hogy az exponencidlis fiigguény nem lassan névd, mégis sikerilt értelmezni a Fourier-transzformdaltjdat
(persze azt mdr csak a Z tér fiiggvényeire alkalmazhatjuk). Kiemelve az eredményt:

Fle*] = 2nd(w + i) (10.14)

Flsinh(ax)] = 7 {d(w+ia) — d(w —ia)} (10.15)

Fleosh(ax)] = 7{0(w+ia) + d(w —ia)} (10.16)

Ha az utdbbi két transzformdcidban az eddig tetszbleges a-t tigy vdlasztjuk meg, hogy o = it (1 € R) legyen, akkor
et = '™ mdr lassan nd. Tehdt az S* téren is igaz, hogy

Flsin(rz)] = in{o(t—7)—0(t+7)} (10.17)

Fleos(tx)] = n{d(t—7)+d(t+7)} (10.18)

11. VEGE



