Néhany mozgas kvantummechanikai targyalasa

Mozzanatok:

A Schrodinger-egyenlet felirasa HY = EY

Hamilton-operator megallapitasa
a kinetikus energiaoperator felirdsa 1, 2 vagy 3 dimenzids mozgasra,
Descartes-féle koordinatarendszerben
sziikseg esetén attérés (gombi) polarkoordinatarendszerre
a potencialis energiaoperator megallapitasa az adott mozgasra

kiindulas: klasszikus fizikai 0sszefiiggések

A Schrodinger-egyenlet megoldasa, ill. annak elemzése

Sajatfiiggvények — hatarfeltételek — kvantumszamok
Valoszintiségi stirliségfiiggvény elemzése
Sajatértekek (kvantaltak)
Mas operatorok sajatértékei

A Heisenberg-elv eérvényesiilése



Halado mozgas hatarok kozott (dobozba zart részecske modell)

x<0 és x>L

P (x)=0

=00 =00

A hullamfliggvény folytonossaga
megkoveteli, hogy

Y (0)=Y (L)=0 legyen.

X, =X (x,=0,il x,=L)
P(x,) = P(E,)

x=0 xX=

P = Ae™ + Be ™ altalanos megoldas, 1. szabad haladé mozgas
Euler-egyenlet

e = cos kx + i sin kx és e™ = cos kx - i sin kx

Y = A cos kx + Ai sin kx + B cos kx - Bi1 sin kx
= (A + B) cos kx + (A - B)i sin kx =D cos kx + C sin kx



Y(0) =0 hatarfeltételbdl
D=0 mertcosO0=1

|

¥ = Csin kx C =0 fizikai szempontbdl értelmetlen,

mert akkor a hullamfiiggvény mindeniitt
zérus lenne, azaz a részecske nem lenne
sehol

Y(L) =0 hatarfeltételbol
Y(L)=CsinkL=0

n ¢érteke O (ertelmetlen)
pozitiv egész szam

1272 2,212 21.2
_ h_ nm _nh:E

E — _
2m [ 2m-4x° 8mI*> "

Az energia kvantalt!!

n: kvantumszam



abszolut 0 fokon is rendelkezik ezzel a részecske)
E =h?/8mlL?

Heisenberg-elv érvényesiilése: ha a kinetikus energia
zeérus lenne, akkor az impulzus biztosan zérus lenne, €s a
részecske helyzete teljesen bizonytalan lenne.

Am a részecske helyzete nem teljesen bizonytalan, mert
hiszen véges tartomanyban mozog — impulzusa sem
biztosan zérus, mert E # 0.

A szomszédos energiaszintek tavolsaga
AE=E_ -E =[(nt+1)*n?]-h*/8mL*=(2n+1)-h*8mL>?

L— o AE— (0

Ez megfelel annak a tapasztalatnak, hogy a makrovilagban
a halad6 mozgas kinetikus energidja folytonosan valtozik



Normaljuk a hullamfiiggvényt!

[ ()P (x)dx=1 teljesiiljon.
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A sin’kx fuggvény atalakitasa:

cos?a - sin“al = cos2a. €s cos’a + sina = 1, ahol o = kx

cos?a =1 - sino
1 - 2sin?0L = cos 2o

sin‘o, = (1 — cos 2a)/2



n || i E

41y, QUQU NNANIN o) 1622 Csomépontok szama: (n— 1)

8ma*

| | a hullamfliggvény értéke 0
a pont kis kornyezetében eldjelet valt

| | | ;
34w (x) /\ MA w.(x) L 9k ha n— 0, d részecske
w" | 3 2
[ \/ 8ma-

| | | minden pont kornyezetéen
| |

ugyanannyiidot tolt el.

| | | | an
24 ¥, (x) M W, (x)|" - ;h >
I ‘ | - ma
| | |
| 1 2 [
0 N et 1 (G0 % = Korrespondencia-elv:
0 N a 0 P a , , ,
vegtelen nagy kvantumszamoknal a
S kvantummechanikai leiras visszaadja a
W, (0 klasszikus mechanikai leiras
eredményet.
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A hullamfliggvény nem sajatfliggvénye az impulzus-operatornak (a
sinusfliggvény derivaltja a cosinusfliggvény).

Felirhato-e az impulzusoperator sajatfiiggvényeinek linearis

szuperpoziciojaként?

e k= cos kx + 1 sinkx és e ** = cos kx — 1sin kx

ekx_ ek =21 gin kx

f sin kx = [ —(e™ —e™)

Igen.
Az egyiitthatok csak eldjeliikben térnek el,
neégyzetiik tehat megegyezik.

Az impulzus
balrol jobbra haladva  f.p= /™. 1 _nh 50 %
L 2n 2L o
h ) valoszinlise¢ggel
jobbrdl balra haladva — k-7 = MR 500
L 2m 2L



A harmonikus oszcillator (egydimenziés)

F:-k'X F:—(l\/
dx

dV = kxdx

@ = | kxdx = l kx* + konstans
2

x(t) = Acos wt
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Kétatomos molekula rezgése Kk
o= ( a korfrekvencia
A m
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. — n a redukalt tomeg



Schrodinger-egyenlet:

2 2
e T+1kx2\P:E\P
2m dx 2
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ahol v=0,1,2,3,... a rezgési kvantumszam

k

® = | — akorvirekvencia, v pedig a rezgés sajatfrekvenciaja.
m

Z¢ruspont-energia:
Magyarazat: a kotott allapot miatt a részecske helyzete
E, = 1 hv nem teljesen hatarozatlan, ezért impulzusa nem lehet
2 hatarozottan nulla, igy energiaja sem lehet zerus.



A hullamfiggvény

v=0 rezgesi kvantumszamnal ¥ és WY*¥ maximuma az egyensulyi helyzetnél van,
v>0 esetekben a ,.forduldpontoknal”. A rezgési kvantumszammal megegyezd szamu

csomopont.
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Korrespondencia-elv
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,,JForduldopontok™: a teljes rezgesi energia
potencialis energia formdjaban van jelen, a
kinetikus energia zérus.

1 2E

E=V= ke, —» x, =+ v
V 2 f xf T k

Tartozkodas a , tiltott” tartomanyban
(a fordulopontokon kiviil)

f\P\P dx=0.08 T‘Pv*‘{’vdx = (.08

Xr



Kormozgas (kétdimenzios forgomozgas)

,,Merev’’ rotator:

| > r = allando.
> > ’ V=0
2 m
| . X Impulzus (lendiilet) p=m-v
m a tomegpont tomege
y Impulzusmomentum (perdiilet) /=rxp

A f




Schrodinger-egyenlet:
2 2 2
_h 9 + g Y =FEY
2m ax2 ay 2

Egyszertisiti a matematikai leirast, ha polarkoordinatarendszerre,
pontosabban hengerkoordinatarendszerre tériink at.

Hengerkoordinatarendszer: r és ¢ polarkoordinatak
r allando, igy egyetlen koordinataval leirhato: ¢

JANALOGIA AZ EGYENES MENTEN TORTENO MOZGASSAL!

Megoldas
Y, (@)=N-e™ k helyett az m,
m, B> p impulzus helyett az / impulzusmomentum

k.= 21

m tomeg helyett az [=mr? tehetetlenségi nyomaték



Mekkora m, értéke?
A hullamfliggveény egyértékl fliggvény (valoszinliségi €rtelmezes),
hasznaljuk ki ezt a tulajdonsagat!
P(e) = ¥le+2n)
¥(p) =N - ™"
P(et2m) =N . ™) = N . g™M® L g™3T

N -e™® = N.e™® . o™2" csak akkor teljesiilhet, ha ™2™ — 1

oM (em )2m, _ (_1)2ml
e = cosmt t+ i-sint=-1+0=-1
(=1)*" =1 ha a 2m, hatvanykitev$ paros szam vagy 0
m,=0,%1,%2,...  Kvantumszam!
Kvantalt energiaszintek!
Elfajult (degeneralt) allapotok m 22

kiilonboz6 hullamfiiggvényekhez ugyanakkora E =
energia tartozik. ! 21




Tovabbi analogiak az egyenes mentén torténo mozgassal

Az impulzusmomentum-operator
~  h O
/ =—

7 i 00
A tomegpont impulzusmomentuma

(,,Y=—-—N-e"”="+im,-N-e"™"=h-m,-N-e"

1 0Q 1 L
A sajatérték, £ =m, i
A Heisenberg-elv a kormozgas esetében

Adott m, esetén az adott hullamfliggvényhez egyf€le
impulzusmomentum tartozik: az teljesen meghatarozott.

A részecske helyzete:

¥, @) =N-e" ¥, @)=N-e"

P* Y = N2-emo-imé = N2¢®=N? teljesen hatarozatlan.



GoOombi mozgas (haromdimenzios forgomozgas)

Az m tomegpont egy » sugaru gomb feliiletén mozog. A
rotator merev (r=allando), és V=0.

A Schrodinger-egyenlet

2 2 2 2
— 9 + g + g VY =FEY
2m\ ox*  oy® 0z’

Gombi polarkoordinata-rendszer

A dt térfogatelem
R dt = r*>dr-sin®-d®-d¢
J A teljes térre vett integralas hatarai
®
..... > r szerint 0 és
Y
® szerint O¢esm

¢ szerint O €s 2.



A térfogatelem gombi polarkoordinata-rendszerben

A
x =rsinfcos¢ 40
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Megoldasok: az in. gombfiiggvények

Y, =Y., 0,0)

Y

f,m[

— ])&m[ (@) . ein’l/(P

P,, (©) sin® és cos® polinomja
(=0,1,2, ...
m, =0, x1,£2, ..., £/ magneses
kvantumszam; (2/+1)-f¢le értek
A gombfliiggvények normaltak:

2nm

j j Y im (©,9)-Y,, (0,¢)sin@dOde =1
00

Energia sajatértekek
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(2/+1)-szeresen degeneralt energiaszintek



Bebizonyithatd, hogy
. Sajatértékek
EZ ' Yf,mg (®,(P) = méh ' Yﬁ,mf (®9(P) ! =mh
z l

-, (©.9)=L({+Dh-Y,, (0,) IR

Iranykvantalas az ¢ vektor abszolutértéke (hossza)

4= 7= e(0+ D

Az impulzusmomentum z- €s x-, ill. z- €s y-
komponenseének operatorai nem folcserélhetoek, tehat
a megfeleld komponensek komplementer fizikai
mennyisegek: érvényes rajuk a Heisenberg-elv. Mivel
a z-komponens teljesen meghatarozott,

az X- ¢s y-komponens teljesen hatarozatlan.

-2h

Az impulzusmomentum z-
tengelyre eso vetlilete csak
meghatarozott értékeket vehet fol.



A gombi mozgas modelljének folhasznalasa

Kétatomos molekula forgasa tomegkozéppontjan atmeno tengely korul
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[=p-r
ahol p a redukalt tomeg
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Az atomszerkezet kvantummechanikai leirasa



